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Introducere 


Cea mai mare parte a acestui capitol se referă la noţiuni pe care le-aţi 
întilnit în studiul algebrei sau geometriei. Înainte de orice, enunţăm citeva 
probleme a căror rezolvare se poate da prin (sau numai prin) metode de 
analiză matematică. 

a) În calcule aproximative se pune adeseori problema de a afla valoarea 
unei funcţii f într-un punct a, procedindu-se astiel: se alege o aproximare b 


a lui a,b = a şi se calculează f(b) [ae exemplu, pentru f() =2 (2 +1) şi 


a = m,sealegeb = 3,14 şi f(m) = 4 (3,14 + 1) = 1,38]. Mai întii este necesar 


un anumit control al erorilor făcute în astfel de aproximări, mai ales în cazul 
unor calcule lungi în care apar fenomene de „propagare“ a erorilor; apoi, 
ce ne asigură că dacă b = a, atunci f(b) = f(a)? 

Răspunsul la astfel de întrebări poate fi dat cu metode de analiză mate- 
matică. 

b) Presupunem că trebuie construită o cisternă de forma indicată în 
figura 1.1 (redusă la un cilindru circular drept cu două emisfere) avind o arie 
totală prescrisă A. Soluţia nu este unică şi poate fi de folos să construim 
o astfel de cisternă, asttel încît volumul ei să fie cel mai mare posibil. Pentru 
a formula matematic această problemă, notăm cu z raza bazei cilindrului 
(egală cu raza fiecărei emisfere) și cu h înălțimea cilindrului. Atunci 


A = 2mzh + Anzi, de unde h = 4 74£, Volumul cisternei va fi: 


ma 
A — ar 
2mz 


Vi) = mah + ii Sai ia dai = A (42 — An). 


Problema pusă revine atunci la determinarea valorii maxime a lui V cind z 
ia diverse valori strict pozitive. Se poate da o soluţie directă, luind 


ay VĂ, deci V(z9) = 1 .4VĂ şi arătind că V(z)<V(za) pentru orice 2:>0; 
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clar. Aşadar, V(z) < V(z,), pentru orice z > 0 şi volumul maxim este obţinut 
pentru z = za Dar, în situaţii mai complicate o astfel de abordare directă 
nu este posibilă. În capitolul V, pag. 200, vom da o metodă practică, utilizind 
Analiza Matematică, pentru rezolvarea problemelor de extrem, aplicabilă în 
situaţii mai generale. 

e) Considerăm o funcţie f: (a, 8) — R şi fixăm za € (a,b). Fie Molzo» [(20)) 
punctul corespunzător pe graficul lui f, raportat la un sistem ortogonal 20y 
de axe (figura 1.2). 

ya) Se pune problema ca dintre toate dreptele 

trecînd prin punctul Mo să găsim, dacă este 

posibil, tangenta în M, la grafic, adică dreapta- 
care „aproximează cel mai bine graficul lui f în 
jurul lui za“. Ecuația oricărei drepte trecind 
prin Mo este y = f(zo) + m(z — zo) şi problema 
revine la a găsi numărul real m astfel încit să 
aibă loc aproximarea f() = f(zo) + m(z — 20) în 
jurul punctului o, într-un sens care va fi precizat. 

În cazul cînd funcţia f descrie un proces fizic, 
problema anterioară corespunde  „liniarizării“ 
acelui proces în jurul poziţiei za fapt utilizat în mod curent în aplicaţii. 
Răspunsul matematic la această problemă va fi dat în capitolul IV. 

d) În algebră şi în trigonometrie au fost considerate unele funcţii cu 
valori reale de variabilă reală, foarte importante pentru aplicaţiile matema-' 
ticii — funcţiile polinomiale, raţionale, exponenţiale, logaritmice, trigono- 
metrice etc. În analiză va fi adincit studiul acestora. 

Pină acum ştiţi să reprezentaţi graficul unor funcţii reale simple. Analiza 
matematică va da metode generale de determinare a unor puncte (puncte 
de maxim, de minim, inflexiuni etc.) şi a unor drepte (de exemplu, asimptote) 
ataşate în mod corespunzător funcţiilor reale dintr-o clasă largă de funcţii, 
permiţind studiul acestor funcţii şi trasarea graficului lor. Desenul constituie 
un excelent mijloc vizual de concentrare de informație, iar în cazul graficelor 
de funcţii descriind procese fizice, desenul permite să se obţină dintr-o privire 
o idee (şi chiar mai mult) asupra evoluţiei acelor procese. 

e) Noţiuni importante ca: viteza şi acceleraţia unui mobil la un moment 
dat, intensitatea unui curent electric la un moment dat, tangenta la o curbă 
într-un punct, lungimea unui arc de curbă, aria unei figuri plane, volumul 
uhyi corp în spaţiu, centrul de greutate, momentul de inerție etc. nu pot fi de- 
finite și utilizate în mod corespunzător decit înţelegind noţiunea de limită. 


$ 1. Numere reale 


Dacă privim cu atenţie, în toate aceste probleme, obieotele matematice 
utilizate au fost numerele (şi funcţiile). În clasele primare aţi învăţat calculele 
cu numere naturale, descriind în fond operaţii cu mulțimi finite, iar în gimna- 
ziu aţi învăţat să rezolvaţi ecuaţii de tipul a + z = b cu a, b naturale date şi 
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qz = p, cu p, q numere întregi date, g 7 0. Cu alte cuvinte, au fost consi- 
derate următoarele mulţimi de numere (naturale, întregi şi respectiv raţionale): 
N = 40, 1,2,...), Z= —2, —4,0,1,2,-.., 0= (2 Ip ge z, 170). 
Dar multe probleme de tipul celor considerate mai sus nu pot fi rezolvate 
în cadrul mulțimii Q şi sint necesare numerele iraționale. Aceasta a impus, 
atit din raţiuni practice cit şi prin resorturile interne ale dezvoltării mate- 
maticii, lărgirea conceptului de număr ca măsură a mărimilor din realitatea 
fizică dar şi ca obiect matematic de studiu. Elaborarea noţiunii matematice 
de număr ieal a constituit un proces lung, sinuos, încheiat abia în secolul trecut 
prin lucrările matematicienilor K. Weierstrass (1815—1897), R. Dedekind 
(1831—1916), G. Cantor (1845—1918). Fundamentarea analizei mate- 
matice pe baze teoretice solide este necesară pentru că există o multitudine 
de probleme care nu pot fi rezolvate prin metode intuitive şi numai conceptele 
matematice definite riguros conferă valabilitate rezultatelor şi permit studiul 
unor situaţii mai complicate. În acest manual vom adinci conceptele de număr 


real şi funcţie reală de o variabilă reală, care stau la baza rezultatelor analizei 
matematice. 


Reamintim că mulţimea R a numerelor reale este o mulţime care include 


mulţimea e (aeci 3, —2, 2, i —2 sint numere reale). Pe mulţimea R 


10% 

sint definite o operaţie de adunare, o operaţie de înmulţire și o relaţie de ă 
Se mai spune că sint definite o structură algebrică şi o structură de ordine. 
Precizăm aceşti termeni. În general, dacă f: A — B este o funcţie oarecare, 
atunci oricărui element u € A i se asociază f(u) € B şi vom scrie uneori 
ui f(u). Dacă M este o mulţime, prin operație algebrică (binară) pe M cu 
eticheta » înţelegem o funcţie M x M— M, (2, pi z+ y; prin relaţie 
(binară) pe M înţelegem o submulțime R a produsului cartezian M x M; 
pentru z, y E M scriem zRy în loc de (2, y) E R şi citim: z este în relaţia R 
cu y. Relaţia R se numeşte relație de ordine dacă este reflexivă (zRz pentru 
orice z E M), tranzitivă (2, y, 2 E M; zRy, yRz => zR2) şi antisimetrică 
(2, pe M; zRy, ykr= z=y) 

Exemple 

1) Pe mulțimea M = Z a numerelor întregi sint definite . operaţiile 
algebrice de adunare (cu eticheta +) şi înmulţire (cu eticheta -), precum 
şi relaţia de ordine „mai mic sau egal“, notată cu <. 

2) În mod similar, pe mulţimea M = Q sint definite operaţiile algebrice 
de adunare -+-, înmulţire - şi relaţia de ordine <, cu proprietăţile uzuale 
care vă sint binecunoscute. 

Aşa cum am mai spus, pe mulțimea: R sint date două operaţii algebrice 
care extind operaţiile din Q. Oricărui cuplu (z, 4) de numere reale i se asocia- 
ză suma z + y şi produsul zy şi se definesc astfel operaţiile de adunare 
RxR=R, (2, y)oz+y şi inmulțire E XR—R, (2, 9) 29. 


1.4. Proprietăţile algebrice ale lui R (axiomele adunării și fomulțirii) 


4*. Adunarea este asociativă şi comutativă. 

20. Ezistă numărul real 0 (zero) astfel incit z + 0 =— x, pentru orice 2 E B. 

30, Pentru orice a € Rezistă numărul — z E R astfel înc a + (—2) = 

Numărul 0 este unic avind proprietatea 2*: într-adevăr, dacă 0 e R 
şi z+0=—az, VzER, atunci pentru z=0, rezultă 0+4-0'=0 și, pe 
de altă parte, din 2%, pentru z = 0” rezultă 0'-+-0=— 0. Aşadar 0 = 0. 
În mod similar, se arată că pentru orice zER fixat există un unic element 7 
astfel încit z -+ y = 0, anume y = —z; în plus, —(—z)= z. Dacă 2, yER, 
atunci se notează z — y = 2 + (—y) (diferența numerelor z, 4). Ecuația 
a+az=b(a, be B fiind date) are o soluţie şi aceasta este unică, anume 
z=b-a. 

4*. Înmulțirea este asociativă și comutativă. 

50, Ezistă numărul real 1 (1 % 0) astfel incit a: 1 = x pentru orice E B. 


6*. Pentru orice a E R, z 4 0 ezistă numărul 7: (notat şi 4) din n, 


astfel înctt z- 21 = 4, 

7%. Înmulțirea este distributivă în raport cu adunarea, adică e(y+2)= 
= 2y ++ za, pentru orice z, y, 2 € R. 

Din aceste proprietăți rezultă că 1 este unic, avind proprietatea 5* și, de 
asemenea, pentru z 7 0 dat inversul 21 este unic. Apoi z:0=0,vzeR 
[intr-adevăr, 2-0 = z(0 +0) = z:0 + z:0, conform 7*; notind z-0 = u, 
rezultă aşadar u = u + u, deci u = 0]. Remarcăm că dacă zy = 0, atunci 
a =—0 sau y=0 [intr-adevăr, dacă zy =0 şi 240, atunci există 2! și 
inmulțind cu z"1 relaţia anterioară obţinem z1(2y) = O, adică (71 2)y = 0, 
1: y=0, deci y=0]. ; 


Dacă z, yER şi y 3 0, se notează = = ay (citul numerelor z și y). 


Reţinem că împărţirea cu zero nu este definită. Este evident că, pentru orice 
a,b E Ry a 0, ecuaţia az = b are soluţie unică, anume z = 2. 
a 


Proprietăţile 1 — 72 se pot exprima pe scurt spunind că mulţimea R are o 
structură de corp comutativ (relativ la operaţiile de adunare și înmulţire). 


1.2. Proprietăţile de ordine ale lui R (axiomele de ordine) 


8%. Pe mulțimea R este fizată o relaţie de ordine notată < . Aşadar, dacă 
z, v, zERşi z<y, ya atunci zs ziar dacă zsyysz atunci 
2 = y; se mai scrie y > z în loc de z < y. Pentru z, y € BR se scrie 2z<y 
(echivalent 7>z) şi se citeşte z este strict mai mic decit y dacă z<y şi 24. 

9. Pentru orice x, y E R avem 2 S y sau y Ss z (se mai spune că relația 
de ordine pe B este totală). 
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Dăm acum proprietăţile de compatibilitate între structura algebrică şi 
structura de ordine pe mulțimea R. 

40, Dacdz,yeR y, atunci z + 2 & y 4 2 pentru orice = € B. 

11%. Dacă z, y R x y, atunei za < ya pentru orice 2 € BR, 2 >0. 

Din proprietăţile algebrice (1* — 7*) şi de ordine (8 — 11%) se deduc, așa 
cum ştiţi de fapt din manualele de algebră ale claselor anterioare, toate regu- 
Jile calculului algebric şi ale calculului cu inegalităţi. În analiza matematică este 
utilizat sistematic calculul cu inegalităţi şi este esenţială minuirea lui corectă. 
Proprietăţile anterioare sint satisfăcute nu numai de elementele mulţimii R; 
de exemplu, elementele lui Q au aceleaşi proprietăţi. Se mai spune că R şi Q 
sint corpuri comutative total ordonate. Ceea ce deosebeşte mulţimea R de 
mulțimea Q este axioma lui Cantor a marginii superioare, care stă la baza 
obţinerii tuturor rezultatelor profunde ale analizei matematice şi pe care o 
enunțăm mai jos. Sint necesare unele pregătiri și începem cu un exemplu. 
Să considerăm mulțimile următoare: 


A= (ze Qlz<3) şi B= (ze R|zs<3). 

Ambele mulțimi sint majorate de numărul 2, în sensul că pentru orice z E A 
avem z < 2 şi pentru orice z € Bavem z < 2. Se observă că ele sint majo- 
rate şi de numerele 1,8; 1,74; 1,733 etc. (orice element din A sau din B este 
mai mio decit fiecare din aceste numere). Lwind așadar aproximaţiile succe- 
sive prin adaos ale | 3, se găsesc majoranţi „din ce în ce mai mici“ ai 
mulțimilor A, B. Remarcăm că ACQ, BCR. Deoarece |/3 este irațional 
(adică /3 e Q), rezultă că Vă A; dar V/3eB. 

O submulțime nevidă Cc R se numeşte majorată (sau mărginită superior) 
dacă există cel puţin un număr real & astfel incit pentru orice z € C să avem 
z < k. Un astiel de număr k& se numeşte un majorant al lui C. 


Putem acum formula proprietatea următoare, a cărei înţelegere core 
oarecare efort: 


12. or bn navidă majorată Ce BR almite un cel mai mic majo- 
rant (axioma „mi Acest element este un număr real unic, numit, 
marginea şi este notat sup C. 


În exemplul anterior mulțimile A, B, ca submu 
poate arăta că sup A = V 3, sup B = 3. Se observă că sup AA şisupbeB. 
De asemenea, se observă că, în general,submulţimile lui Q nu au proprietatea 12* (intr-ade- 
văr, A e Qeste majorată în Q, dar nu admite un cel mai mic majorant număr raţional). 

La punctul 4.1 vom reveni asupra acestor noțiuni şi le vom fixa mai bine. 

Gu aceasta definiţia axiomatică a mulţimii R este încheiată. Pe scurt, ea se rezumă 
astiel: R. satisface proprietăţile 1* — 12* sau echivalent, este un corp comutativ total ordonat, 
în care orice submulțime nevidă majorată are marzine superioară, aparținind lui R. 

Se pun în mod natural două întrebări: 

a) Există o mulţime R avind proprietăţile 4* — 42%? 

b) Pot exista mai multe mulţimi satisfăcind proprietăţile 1* — 42"? 

La prima intrebare se poate răspunde construind prin operaţii de teoria mulțimilor 
pornind de la Q o mulţime avind proprietăţile 1* — 12*. În acest sens se cunosc construcţia 


i ale Jui R, sint majorate şi se' 
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zecimală a lui Weierstrass, construcţia lui Dedekind (folosind „„lăielurile“ în mulțimea Q) 
onsteucţia lui Cantor (folosind şirurile de numere raţionale), fiecare din aceste construcții 
fiind laborioasă. 

La cea de-a doua întrebare răspunsul este mai delicat. Anume, se poale arăta că dacă 
S este un alt corp comututiv total ordonat salistăcind axioma lui Cantor, atunci există o 
aplicaţie bijectivă /: S— R asttel încit f(z + y) = f(z) + [ly), fizu) = F(z)rlu) pentru 
orice z, y e S, [(0) = 0, [(1) = 1 şi, în plus, dacă z < y, atunci f(z) < /(y). Orice calcul 
etectuat cu elemente z, y, z, ... din S poate fi transformat într-un calcul cu numerele 
raale f(z), [(y), [(a), ... şi orice element z e S se poale ide a prin numărul real /(z). 
Se mai spune că proprietăţile 1* — 12* caracterizează mulțimea R „pină la izomortism', 


Ca o consecinţă a proprietăţilor 1* — 12% se poate stabili următorul rezultat 
important, numit, proprietatea (sau, într-un alt context, azioma) lui Arhimede 
(287—212 ie.n.): 

ntru pricege E Rezistă un număr întreg n unie gstfel inci n « x < ni 
număr este numit partea întreagă a lu z și este nolal [r) 

Ezemple: (2, 67] = 2, [3] = 3, [n] = 3, [—n] = —4, [—0,6347] = 
Deşi mulțimea Q nu satisface proprietatea lui Cantor, totuşi în Q are ie 
proprietatea lui Arhimede. 


Reprezentarea geometrică a lui R 


Convenim să spunem câ o mulțime P admite o reprezentare pe 0 mulțime 
Q dacă există o aplicaţie bijectivă de la P la Q, adică o corespondenţă bijec- 
tivă între elementele mulțimilor P şi Q. 

Considerind o axă avind originea Ag şi vectorul unitate u — AgĂ, (figura 


1.3) şi notind cu A mulțimea punttelor axei, se defineşte, aşa cum de altfel 
s-a făcut în clasele anterioare, aplicaţia a: R-— A care asociază oricărui 


4 A ma 
Fig. 1.3 


număr real z acel unic punct M E A astfel încit AGA — zu. Aşadar, a(2) = M 
şi, în particular, (0) = Ao, a(1) — Au. Aplicația a este bijectivă și se numește 


reprezentarea geometrică a lui R pe A (depinzind de ui); inversa ci: A— R 
asociază oricărui punct al lui A abscisa acestui punct. Dacă a, z, bER, 
faptul că a< z <b înseamnă că punctul a(z) este situat între punctele 
a(a) şi a(b). Aplicația a a fost stabilită pentru prima dată de R. Descartes 
(1596-—1650) şi-a constituit punctul de plecare în elaborarea geometriei ana- 
litice şi în interpretarea geometrică a unor rezultate ale analizei matematice. 
Existenţa aplicaţiei a, care permite o identificare a punctelor de pe A cu ele- 
mentele lui R, justifică faptul că mulţimea R este uneori numită dreaptă 
reală, iar numerele reale se mai numesc puncte: 
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Considerind un plan P şi un sistem ortogonal de axe în acel plan, se poate 
stabili (așa cum ştiţi) o aplicaţie bijectivă de la P la R? = R x R, asociind 
oricărui punct din planul P perechea ordonată a coordonatelor Iwi. Astfel de 
reprezentări geometrice au fost considerate în clasele anterioare; ele au avan- 
taje considerabile în privința comunicării rezultatelor analizei matematice 
şi vor: fi utilizate sistematic în continuare. 

La prima vedere, dreapta reală are o descriere foarte simplă, dar la o cer- 
cetare mai atentă se remarcă coexistenţa pe R a cel puţin trei structuri — 
structura algebrică, structura de ordine, precum și structura de convergenţă, 
care va fi definită în capitolul următor. 

Presupunem că a, b E R,a<b. Se pot considera intervalele mărginite 

(a, î) =(zERla<z=<b) (interval deschis); ; 

[a 3] = (ze Bla z< d) (interval închis și mărginit); 

[a, 5) = (ze R]|ăs< z=<b), (a,5]=(zEeR|a<zs< d) (intervale 

semideschise). 
De asemenea, se definesc (a, a) = [a, a) = (a, a] = 2 şi[a, d] = (a). Pentru 
un interval ca mai sus, numărul real b — a se numeşte lungimea intervalului 
respectiv; dacă Ţ este un interval mărginit, vom nota cu 1() lungimea acelui 
interval. Intervalele închise și mărginite se mai numesc intervale compacte. 
De exemplu, [0, 1], [—5, 3], [—x, x] sint intervale compacte. 

Se utilizează de asemenea intervale nemărginite pe dreapta reală, de forma 

(—o00, a) = (zE.R|r <a). (—x»,a]= (zERlzsaj, 

(1,00) =(zERlz >a),[a,co) = (z E R|z > a), (—c0, co) =R, 
unde a este un număr real. În general, un intereal este o submulțime 7 CR, 
astfel încît a,b € /,ascs<b=c€EI (şi se poate arăta că singurele inter- 
vale sint cele indicate anterior). 

Reamintim că o mulţime P se numește finită dacă F = a sau există n > 1 
întreg şi o funcţie bijectivă f: (1, 2, ..., nţ — F; în acest caz, avem F = (a, 
da cca) unde ax = f(k), 1 < k < n. Mulţimile care nu sint finite se numesc 
infinite; evident, intervalele de lungime >0 sînt mulțimi infinite. Reamintim, 
de asemenea, că dacă M=(M iar este o colecţie de mulţimi, se definesc inter- 
secţia DM, = (2 Vi € 1, 2 € M) și reuniunea J M;=(z]3i€1, ze MJ. 

Pentru orice a, b € R, notăm prin max (a, b) cel mai mare dintre numerele 
a, b. Pentru orice z € R, modulul lui z este 

„z, dacă z>0 


(0 |z| = max (z, —2)=4 0, dacă z=0 
p —z, dacă z<0. 
Evident, z < |z|şi | —z|=— | z | pentru orice z € R. Proprietăţile modu- 


lului sint cuprinse în teorema următoare. 


TEOREMA LL (proprietățile modulului). M,. Pentru orice + € HR 
avem |z|>0; |z|=0a-z=0 


Dacă z, ys€ R, atunci | y 
Pentru orice = R avem | şi dacă y și 0, atunei 


EA ITI 
La aceste proprietăţi se mai adaugă: 


zER, c>0. Avem [a ( a 
ec; |lz|>cmezeţ—ece jL x sldeeze€ 
—e] U[e, so). 


M,. Pentru orice z, y E R avem |] 2 y y 

Demonstraţie. Proprietăţile M,, Ma Ms sînt bine cunoscute. Demonstrăm 
Ma. Dacă |z|<e, atunci max(z, —2) < e, deci ae şi —z < e, adică 
"e < a < eşi reciproc. Faptul că | z | > e revine la max (2, —2) > e, adică 
—a > e sau 2 > e, deci z € (—co, —e)U (e, co) ete. Pentru a demonstra My 
este suficient'de dovedit că — |z—y|< |z|—lyls |z—y| (conform 
inegalității secunde din M,). Prima inegalitate rezultă observind că |y | = 
=ly=—z+zls ly—zl+lz lz—y|+lz |, iar pentru inegalita- 
tea secundă observăm că |z|j=|z—y+yls<|z—yl+lyl, în 
ambele cazuri aplicind Ma. 


1.4, Reprezentarea zecimală a lui N 


Ideea fundamentală a scrierii zecimale este aceea de a exprima orice număr real foli 
sind un număr finit de semne, anume cifrele zecimale 0, 4, 2, „9, la care se adaugă „ 
(minus) şi „, “ (virgula). Același lueru se poate realiza prin scrierea binară. 


Reamintim că numerele raţionale de forma i „cuae Z şi n > 0 natural, pot fi 


identificate cu fracţii zecimale finite. 


Eoomple: avem 2474 = 2474, 1127 — 0,442: 
Ei 10% 
Acestea sint insuficiente atit în construci matematice,cit şi în descrierea matematică 


ED = nu se exprimă prin fracţii zecimale rinite). 
Este esențială de aceea considerarea frac! r zecimale infinite. 

Notăm cu F mulțimea fra! r zecimale infinite, adică a succesiunilor infinite de 
citre zecimale de forma m, zuteza--., unde m e Z, iar 0 < zu < 9, zi întregi (pentru orice 
31). Facem convenţia de a elimina din mulțimea F fracțiile zecimale infinite în care 
toate cifrele sint egale cu 9 de la un rang încolo. Cu această convenţie, două elemente 
= m, uta: şi B = n, Vivaa-.. din F se consideră egale dacă m = n şi zi == ur 
pentru orice k > 1. Din clasele anterioare se ştie că orice număr real se reprezintă printr-o 
fracție zecimală infinită. 

Anume. oricărui număr real z e Rise poate asocia în mod bine determinat o fracţie 
„ecimală infinită notată B(z) = m, zuzra-..s în acest mod s-a definit o aplicaţie 

B:R=7, 
numită reprezentarea zecimală a lui R (în analogie cu reprezentarea geometrică a lui R, 
ită 181.3). Aplicația P este bijectivă şi vom identifica orice număr real z cu fracţia 
zecimală infinită B() scriind z = m, zuzsza.--; reamintim că z este irațional dacă şi numai 
dacă reprezentarea sa zecimală nu este periodică. 


a măsurătorilor fizice [de exemplu, 
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TEOREMA 1.2. Pentru orice zE RR, z >0 și pentru orice întreg 
n >0 avem 


2 1) d) pe 
(2) urle Îi n air 


unde 2!" este numărul obținut reţinînă partea întreagă și primele n zecimale 
ale lui z. Un rezultat similar aro loc pentru z < 0, anume ja" — | <a: 
Demonstraţie. Pentru orice z fixat, a!) este aproximarea prin lipsă (trun- 
chierea) de ordin n a numărului z; aproximarea prin adaos de ordin n a lui 
este aim) + A. Dar orice număr real este cuprins între aproximările lui prin 
lipsă şi prin adaos de orice ordin şi se obţine astfel relaţia (2). 
Exemplu. Fie z = m; în acest caz, inegalităţile (2) pentru n = 0, 1, 2... 
sint: 3< n <4â; 34 <r<3, 2; 344 sn <345,.. 
Unul din avantajele reprezentării zecimale a numerelor reale îl constituie 


posibilitatea de comparare a acestora și efectuarea unor calcule aproximative 
cu numere reale folosind trunchierile lor. De exemplu, nu este evident care 


din numerele |/3 şi 202 este mai mare, dar considerind reprezentările lor 


zecimale 1,4142... şi 1,4140... respectiv, este evident că primul număr este 


mai mare. 
Fie a e R fixat. Dacă un număr real z este o aproximare a numărului a, 


atunci se scrie z = a sau a = z. De exemplu: m = 3,1416; 4 20,33; Vă = 


= 1,414. În această formulare nu este însă precizat sensul termenilor utilizaţi 
şi, în plus, în orice formulă aproximativă este necesară evaluarea erorii făcute, 
Formularea riguroasă este următoarea: dacă,se dă numărul pozitiv e, atunci 
se numeşte e — aproximare (sau aprozimare de ordin cel mult e) a lui a orice 
număr real z astfel incit | z — a | < e; numărul real și pozitiv |z — a | se 
numeşte eroarea absolută în formula aproximativă z = a. 


Exemple 
1) 3,4446 este o aproximare de ordin cel mult E a 1ui z,deoarece |7— 3,1416 | < 


< A şisimilar,0,33 este o aproximare de ordin cel mult —Î_ a lui A. 
104 10% 3 


2) Fie a = 2,9998 și b = 3,0001. Eroarea absolută în formula aproximativă d e a 


este |a —2 | = 0,0003 = a <fa- În general, dacă numerele a şi & au aceeași 
parte întreagă şi aceleaşi prime m. zecimale, atunci a) =, şi Ja —d|= la — 


— an) + dn) — d] la— at] + | aim — d] < 2-< adică P este o aproxiniare 


102 =] 


1 


1__ a imi a. Atirmaţia inversă nu este adevărată, așa cum arată numerele 


de cel mult 


a şi b considerate Ia început, unde a şi b nu au zecimale comune, deși | a — b | < E 
3) Teorema 1.2 se mai poate enunța astfel: pentru orice z real, are loc formula 
aproximativă z a zh), cu eroare absolută mai mică decit 101, V. n e N. 


FBOREMA 1.8. Pie a, b numere reale fixate și e, > 0, eş > 0. Prewu- 
sem căi este o e, — aproximare a lul a și y este o e; — aproximare a lui P 
Atunei 


suma î-y este e (e, ke) — aproximare a luia 1 

2. diterenţa e — este o (e, + e) aproximare a luia — d 

3. produsul ry este o e — aproximare a lui ab, unde e LILI la pi 
+ Iul 

Demonstraţie. Contorm ipotezei, |z — a | < e şi ly—b|<ez 

1. Avem |(z+9) —(a+bl=l(z—a0) + y—blslz—al+ 
+. ly—bl<urte 

9, În mod similar, |(z—y)—(a—d)|= l(z—a) + (b-—yl s 
< la—al+iy—2d|<utea 

30. Mai intii, se observă că are loc identitatea 

zy — ab = (2 — 06 — 9) + uz — a) + z(y — 0), de unde 

lzy —ab|< lz—al:ly—bl+lyl-lz=al+izi-ly—b|< 
<a lylear ze 


Ezemplu. În formulele aproximative 7 = 3,1416, W3 1,142, erorile absolute sint 
mai mici decit e = 0,0001. Atunci, în formulele aproximative 7 + 2 a 4,5558, n — 
— ăi 1,7274, eroarea absolută este mai mică decit 0,0002. 

Rezultate de tipul celor din teorema 1.3 sînt aplicate în mod curent în prelucrarea 
matematică a datelor experimentale. La introducerea datelor numerice pe calculator se 
utilizează fracţii zecimale finite, în care numărul de zecimale considerate depinde de preci- 
zia urmărită ca și de mărimea memoriei calculatorului. În orice caz, trebuie făcută dis- 
tincţia netă dintre un număr real și trunchierile sale de diverse ordine, De exemplu, trebuie 
tăcută distincţia între numărul şi oricare din aproximârile lui: 3,14; 3,1446 ele. 


EXERCIŢII (capitolul 1, $1) 
1. Fie ae R,a 40 dat. Să se rezolve în mulțimea R ecuaţiile: 2 = a%, a? = a, 
m= at. 


2. Folosind proprietatea lui Arhimede, să se arate că dacă z, y e R, z> 0, atunci 
există n natural astfel încit nz > y. 


3. Să se rezolve în mulţimea R ecuaţi 
a) lzl+lz—1|=14; b) lz—tlrlzr1l=2. 
4. Dacăz,yeRşi|z—1|<4, |y—2|5, săse aratecă —6<z4+ysS12. 
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5. Să se rezolve în R inecuaţiile: a) |z|+|z—1|>0;b)lzi+|z—3|<0; 


ec) |z—1|<t;d)lzi+iz—2|s2z; e) |z+11>2; 1) |z+1l>—4; 
g) lz—1|+la2—3z24+2|>0. 


6. Să se exprime cu ajutorul modulului faplul că z 4 y şi faptul că 2— i 


, y fiind numere reale). 


1 
<y<a+— 
id 10 


„en sint numere reale luînd doar valorile 0, 4 


7. Fie a4;--: an numere reale. Dacă e. 


Şei < Pa 


8. a) Presupunem că 0 < z < y în; să se arate că A > Î. Este adevărată reci- 
ap 


şi —1, să se arate că 


proca? 
b) Presupunem că zi S Vas 2 S aşi zu + za = vu + va în R, Să se arate că z, = ya 
şi aa = wa. Generalizare. 


9. Pentru orice z e Rse notează zș = el și a al, Să se arate 
caz = ay — ao || = aș ++ z-. Sase reprezinte graficele funcţiilor , g: RR definite 


prin f(z) = 2 şi ala) = 22 
10. Fie d, ba numere reale fixate, Să se arate că funcţia f:R=R definita prin 
fl) = lati lt lat bal, VzeR, nu este injectivă. 


11. Pentru orice numere reale z > 0, y > 0 se pot considera mediile: aritmetică 


mam EU, geometrică mg = V 33 şi armonică mam —22Y—. Să se arate că 
Ey z+y 


ma 


Ma & mg < < ma. 


2 
12. Fie z, y, a, b numere reale oarecare. Să se arate că: 
10. (za + pps (2 + ip) (a + 82) (inegalitatea lui Cauchy- Buniakowski-Schwartz) ; 
A.L. Cauchy, 1789—1857; V. Buniakowski, 1804 —1889; H-A. Schwarlz, 1843—1921, 
2, VIE FU PU TIE sVETE+VPRFEE (inegalitatea lui H. Minkowski, 
1864 —41909), 
18. Să se determine toate valorile numărului natura) n astfel incit: 


n 
<1w; 
Dei 
ne 
[== 
i) | a 
22 


În care cazuri mulțimile respective de valori sint finite? 


14. Să se determine (o. A Li e. 4 UI-r m; 


neN. n>t n neN, n>i n 
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15. Să se arate că în orice interval mărginit din R se află cel mult un număr finit de 
numere întregi. 


16. Să se arate că intersecţia a două intervale deschise este mulţimea vidă sau un 
interval deschis. Dar intersecția a două intervale compacte? 


17. a) Să se indice o submulțime a lui R care nu poate fi reprezentată ca reuniune 
a două intervale. 
p) Să se arate că mulţimea RNZ este o reuniune de intervale deschise. 


18. Fie q3 1 un număr întreg. Să se arate că pentru orice z e R există p întreg 


astfel incit Pa P-El. Să se deducă inegalitatea |=-— pi | e 
Li 4 4 4 

19. Pentru orice z, y eR se notează d(z, y) = |z — y |, distanţa euclidiană intre 
și y. Să se arate că V 2, y, 2 e IL avem d(z, y) 20 şi dz, y) = 0 yi dz) = 
= alu, 2); ata, y) s dl, 2) + d 2). 

30. să se figureze pe dreapta reală următoarele mulțimi de puncte: A = (2 e 
eR|ă(z, 1) <1), notată pe scurt țd(z, 1)<1); Aa (ăla, 1) >2); A=tis 
< dțz, 2) 45); A = (ala, 0) > —1h; As = (az, 0) Zi As = (la, 0) 44). 

21. Fie 7 = [a,5] un interval inchis, respectiv J = (a,2), unde a = b, Să se arate că 
pentru orice z, y-e 1 (respectiv e J), avem d(z, y) < 11), (respectiv dz, ş) < 1(J))- 


29. Să so determine valorile numărului natural n astfel încit: 


ie) a[ 4) 
n 10 


25. Pentru cite valori ale numărului natural n au loc relaţiile: 


lan)! 1 abație 8 
a N >: ec) | —a 
) (n + 110 39) [iara a 
4) [Ea 
24. să se arate că există V,, N, naturale astfel încit: 
a) —P— < A. pentru orice n > Ni b) 2n > n pentru orice n > Wa: 


mini 10 
25. Să se arate că: 
mii 
mi 
mi 
mi 


a) există M > 0 asttel incit < M pentru orice n eN; 


b) nu există M > 0 astfel încât < M pentru orice n e N. 


2n: + n 
n < d, pentru 
2n2 +1 cu 


26. Să se indice două numere reale u — b asttel încil a — 
orice n natural. 


27. Cite zecimale exacte trebuie considerate pentru x şi pentru V/'2 astfel încit suma 
x + Văsătie calculată cu o aproximare de cel mult 10-2? Aceeaşi întrebare pentru x/2. 
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28. Fie Z (p>0, q > 0 întregi) o aproximare a lui //Z. Să se arate că numărul 
4 


raţional Z ei este o aproximare „mai bună“ pentru /Z, 
P Li 


29. Fie a, numere reale fixate, Ce se poate spune despre a şi d în ipoteza că |a — 
— b | < e pentru orice e > 0 întreg? Dar dacă |a — d | < e pentru orice număr raţional 


e > 0? 
30. Fie a, numere reale fixate, Să se arate că dacă a < b + e pentru orice e >0, 
atunci a<3. 


81. Să se arate că Vk>1, PR 2VFFI —2V/%; deduceţi că pentru orice 


A există N natural astfel incit > e > A pentru orice n > N. 
ZVR 


32. Să se verilice prin inducţie că 2" 24 + n(z — 4) pentru orice n natural şi 
pentru orice z > 0 (inegalitatea lui 1. Bernoulli, 1654 —1705). 


$ 2. Funcţii reale. Operații cu funcții reale 


Se poate afirma că analiza matematică elementară revine la studiul func- 
ţiilor de o variabilă reală cu valori reale. Acest studiu este cerut atit de nevoia 
de a descrie evoluţia unor procese fizice, tehnologice, economice, dar şi de 
însăşi dezvoltarea matematicii. În cea mai mare parte, cuprinsul acestui 
paragraf vă este cunoscut și am căutat aici doar o prezentare sintetică. Vom 
urmări totodată sistematie modul cum se reflectă structurile (algebrice şi de 
ordine) dreptei reale asupra funcţiilor reale. 


2.1. Funcţii reale: grafice, exemple 


Reamintim că două funcţii f: E—F, g: E, —F, sint egale dacă au loc 
egalităţile de mulțimi E= E, F=F, şi dacă f(2) = g(2) pentru orice 
a € E. În potida simplităţii acestei definiţii, demonstrarea egalității a două 
funcții poate să nu fie uşoară. De exemplu, dacă a E R, atunci demonstrarea 
egalităţii funcţiilor f, g:R—R definite prin f(2)=(z-+a), (2) = 


a 
= 2 Cer ha? rovine la stabilirea formulei binomului lui Newton. 
că : 


Reamintim că funcţiile cu valori în R se numesc funcţii reale. Să presu- 
punem că f:D-—R este o funcţie reală de o variabilă reală, definită pe o 
submulțime De R; atunci graficul ei Gp este submulţimea lui R: formată 
din toate perechile (z, y) € R? astiel incit z € D și y = f(2), adică 


= iz fo) lze Dj. 
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Se mai spune că relaţia 
(3 y = 1 

este ecuaţia graficului lui f. Făcind convenţia de a fixa în plan un sistem 

ortogonal de axe 20y, de a considera D ca mulțime de puncte pe axa absciselor, 

iar valorile lui f ca puncte pe axa ordonatelor, graficul Gp este o submulțime 

de puncte din acel plan, anume submulţimea formată din punctele ale căror 
„ coordonate verifică relaţia (3). Graficul unei funcţii reale date nu poate fi întot- 
deauna reprezentat cu precizie şi se indică 
doar o schiţă aproximativă cuprinzind puncte 
remarcabile ale graficului. Prin grafice se redau 
vizual caracteristici ale funcţiilor şi o imagine 
globală asupra valorilor funcţiei prin limbajul 
special oferit de desen. În unele cazuri, semna- 
lele fizice, asimilate cu funcţii reale, au graficele 
indicate pe ecranul osciloscoapelor (în fig. I.4 
Fig. L.h apar două semnale). 


Ezemple 
1) Funcţia f : R— R, definită prin f(z) = sinz este diferită de funcţia 


JE e af 
«| = =] i 

timp ce f nu este nici înjectivă nici surjectivă, Se spune, în acest caz, că feste o prelungire 
aul ș. 

2) Multe legi fizice exprimă dependențe ale unor mărimi de alte mărimi. Modelul 
matematic al lor îl constituie uneori funcţiile reale. De exemplu, formula s = v-t (legea 
mişcării rectilinii uniforme cu viteza constantă v) este strins legată de funcţia reală s : RR, 
definită prin s(7) == v-. „Graficul mişcării uniforme“ este de fapt graficul funcţiei s. De 
obicei studiul mişcării este itat la un interval de timp 7 şi atunci trebuie considerată 
funcţia e: L-a R 3(1) —- u-t (am folosit aceeaşi notație pentru funcţii care trebuie consi- 
derate distincte). 

Multe teoreme din analiza matematică se referă la funcţii definite pe intervale, În 
anumite contexte fizice, barele rectili pot fi asimilate prin intervale; de asemenea, se 
Vorbeşte curent de intervale de Limp (definiţia noţiunii de interval a fost dată la pagina 9). 
Sa considerăm o bară metalică asimilată cu un interval Z CR. Pentru orice punct z e / 
notăm cu ((z) temperatura barei în punctul z. În acest mod este definită o funcţie reală 

t:I—R (fig. 1.5). Proprietăţile matematice posibile ale 

Y acestei funcţii: mârginire, monotonie, continuitate ete. 

H sint strins legate de proprietăţi fizice ale barei considerate. 
i 


4], definită prin g(z) = sin z. De exemplu, g este bijectivă, în 


e(z) În cadrul rigorii matematice, ori de cite ori este stu- 
diată o funcţie, trebuie indicate explicit, domeniul (mulţi- 
tă _ mea) ei de definiţie şi mulţimea de valori. 


z 3) În unele consideraţii fizice este utilă funcţia 
Fig. 15 + următoare: 
A Ă 0, dacă o 
a:R=R, definită prin o(z) = ( i dare So 


numită treapta unitate (a lui O. Heaviside, 1850—1925), avind graficul indicat în figura 1.6 
(săgeata corespunde capătului unui interval deschis). 

Acesta este un exemplu de funcţie reală definită „cu acoladă“. Astfel de funcţii apar 
în mod necesar în unele descrieri. Să presupunem că tensiunea U într-o reţea electrică 
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(0) 


Fig. 1.6 Fig 17 


este egală cu zero pină la un moment ie și are o valoare constantă (e incepind din acel 
moment. Funcţia care modelează variaţia în timp a tensiunii din acea reţea este funcţia 
U:R=R definită prin 


au = | 0, dacă 1 < fe 
Us dacă > te 
avind graticul indicat în figura 1.7. De remarcat că funcţi 
din intervalele (—00, to), [te co), dar nu este consta 
U(t) = Va: a(t — 4) pentru orice re R. Pentru 1 — 0, Up = 1, avem U = a. 

4) Se pot considera funcţii reale mai neobișuuite avind insă importanța Leoretică: 
de exemplu, funcţia f:R=R a lui P.L. Diriehlet (1805 — 1859), derinită prin 


_ [i dacă ze 
na (a dacă x e RNQ 


Teste constantă pe fiecare 
a pe R. Are lov egalitatea 


2.2. Operații algebrice cu funcţii reale 


Fie f:D—R, g: D—R dovă funcţii reale definite pe aceeaşi mulţime D. 

Se pot considera atunci funcția-sumă s = f+ sg, s:D—R delinită prin 

sa) = tata), Vz E D şi funeţia-produs p = fa, p:D*R definită 

prin p(2) = f(2) :a(2), Vz € D. Se pot, de asemenea. defini funeţia-diferenţă 

f—g:D—R prin (f— 8) (2) = — a, VE D şi funcţia-cit h = 4 

definită pe mulțimea D, = (2 € D |g(2) 70! prin h(2) da, vze D.. 
st 


Se observă că aceste funcţii au fost definite folosind structura algebrică a 
dreptei reale, care este domeniul de valori (codomeniul) al funcţiilor / şi £- 


Ezemple 
1) Pentru funcţiile f, g:R— R definite prin f(z) = (7 + 2k, ala) = (e — 2, 


VzeR, suma s = [+ g este funeţia s: RR, sa) = (a 4 2 (e 20 28, 
iar funcţia-eit n = LL este definită pe mulţimea D, = RN(2). prin h(a) = at, 
vzeD.. - i 

2) Pentru funcţiile f:[0, c0)—R, f(a) = rşi gi (x, wi aia - 


Va 


nu se pot defini fig, f—g, fe şi -L, pentru că f şi z nu au aceeaşi mulţime de defiri 
Li 
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2 — Elemente de analiză matematică, cl. a XI-a 


3) Orice funcţie monom f:R— R, definită prin f(z) = az? (a real şi p 20 întreg) 
este obţinută prin operaţii de produs între funcţii constante identică 1n :R—R, 
zl. Orice funcţie polinomială P : R— R se obține prin sume finite de tuncţii-monom. 
Aceasta revine la taptul că există numere reale ao, ay, ---. an; ao 7 0 astiel incit P(z) = 
= ag + am +... + an, Va e R (dacă P are gradul n). În cazurile n =1 şi n = 2 
regăsim funcţiile de gradul I (liniară) şi de gradul II studiate în clasele anterioare. Funcţiile 
raţionale sint cituri de funcţii polinomiale; dacă P şi Q sint funcţii polinomiale, atunci 


funcţia raţională r este definită pe mulțimea (z e R |Q(z) 70). 


Observaţie. Structura de ordine pe mulțimea R permite introducerea unei relaţii de 
ordine și pe mulțimea funcţiilor reale definite pe o aceeaşi mulţime D. Fie pg: D-R 
două funcţii; scriem / < g (şi citim feste mai mică sau egală cu g pe mulţimea D) 
dacă f(z) < g(z) pentru orice z e D. În mod similar, faptul că / > 0 înseamnă că f(z) > 0 
pentru orice ze D. Relaţia „f < g“ este reflexivă (/ < [), tranzitivă (fs, psh= 
=7< h) şi antisimotrică (f < g, g < [= [= a), deci este o relaţie de ordine. Spre deose- 
pire de relaţia de ordine pe mulţimea numerelor reale, în cazul funcţiilor relaţia de ordine 
nu este totală; anume fiind date două funcţii f, p: DR nu rezultă în mod necesar 
fs a sau gs /, ci se poale ca ele sa nu tie comparabile, 


Reamintim că dacă a, b sint numere reale, atunci notăm cu max (a, ) și 
min (a, b) cel mai mare şi respectiv cel mai mic dintre numerele a, b. Aşadar 


a, dacă a>b 
b, dacă a<b, 


a, dacă as<b 


max (a, d) = D 
b, dacă a>b 


min (a, b) -| 
Evident, max (a, b) = max (&, a), min (a, b) = min (E, a). Aceste noţiuni se 
pot extinde pentru un număr finit de numere reale. 

Dacă f, gi: D—R sint două funcţii reale, atunci se pot defini funcţiile 
h = max (f, ): DR, h(2) = max (f(2), e(2)), k = min (f, A: D-R, 
(2) = min (f(2), 2(2)). De asemenea, se defineşte funcţia-modul | f |: D=R, 
zi-|f(2) |. Aşadar, pentru orice z € D avem: 2 


[(2) » dacă f(z) >0 
Fl =$ 0 , dacă f(z)=0 
—fi(z), dacă f(z) <0. 


2.3. Compunerea şi inversarea funcţiilor 


Dacă f:A4A—B,g:B-—C sint două funcţii astfel încît domeniul de 
valori al lui f să coincidă cu domeniul de definiţie al lui g, atunci se poate 
considera funcția-compusă h = gof, h : A — C definită prin h(2) = g(f(2)), 
Va € 4. 
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Dacă f:4—B, fa: B>C, Ri: C— D sint trei funcţii, atunci se veri- 


fică imediat relaţia fo (fa o fi) = (fac fa) o fi; se mai spune că operaţia de 
compunere este asociativă. 


Exemple 


1) Fie f:R— 10, co), [(z) = 2? şi g:l0, o)—R, glz) =V/ 2. Are sens h=aof 
şi se obţine funcția A:R— R, h(z) = g(/(2)) — Via =Vza=lal, vzeR. 
De asemenea, are sens și k=fog, k:(0, c0)—+10, 00), klz) = flelz)) = a(z)' = 
=WVmh=a ve>0. 

2) Puncţia h : RR definită prin h(z) = sint este tocmai gof pentru f:R + It 
Ha) =sinz şi g:R=R, alu) = ut; în mod similar, funcţia hi: (0, ce) Re Ma) = 


2 sin teste egală cu gof unde f: (0, 00) R, f(z) = Îşi g:R—R, glu) inu. 
Va Vaz 


Fio f: A — Bo funcţie bijectivă. În acest caz se poate defini inversa lui 
f, anume funcţia f-: : B — A, care asociază oricărui element y € B acel unic 
z E A asttel incit f(z) = y. Evident, [of = tq, [of = în: 

Dacă f: A — Besteo funcţie oarecare şi A” C A este o submulțime, atunci 
se poate defini submulțimea (f(z) | z E A') a lui B, numită imaginea ui A' 
prin f şi notată f(4”). 

Ezemple A 

1) Funcţia f:R=R, f(z)=20 este bijeclivă şi inversa ci este fI:R-R, 
fa) = Va. 

2) Funcţia f: R—£—1, 1], f(2) =sin z nu poate fi inversată (nefiind injectivă). 
Dar prin restri 


e la intervalul 4-3 =] se obţine o funcţie bijectivă. 


sin: [3 
2 


] [—4, 4); inversa acestei funcții este aresin = sin”i, 


arcsin :(—4, a | = 3. 


detinită asociind oricărui număr z e([—1, 1] acel unic ye 3 3 asttel încit 
sin y= a. 

în mod similar, funcţiile cos :[0, z]—[—1, 1], E (> z js R, 
ctg : (0, n) => R, sint bijective şi admit respectiv următoarele inverse: 


arccos: [—1, 1] (0, 5], zl>y (unde y este definit prin cos y = 


aroig: Be ( — 3 =). zby unde igy = z; 
arcctg: R= (0, m), zi->y unde ctg y = z. 
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EXERCIŢII (capitolul 1, $2) 


1. Să se determin> domeniul maxim de definiţie pentru funcţiile / următoare (adică 
mulţimea acelor z & R pentru care /(z) are sens şi este un număr real): 


a) fl) = aaa b) fi) VI +a 
o ni = E a n 
DEE zi „nn 5 
e) fa) = în) pa) = 
în za în e) = LE 
z—1 Îi A 1 
nn ne) + A 
1 = + a a 
m) f(z) CEE n) AU) — aa E 
“i 1 
o) a) = i pn pa 
a) ft) = 2 


Za 45 [ej Vazeiaeei ţa rez 


s) flo) = Vi a+Vi v la) = XE 
u) f(z) = VI cosz v) [lz) = sina 
vw) fa) = IE: 2) fa) = ctg na. 


sin z 


2. Să se traseze graficul funcţiilor f : R— R definite prin: 


a) fl) = zi +2 b) flz) = 2—azl 
c) fim = —1l d) fl) =z+ zl 

_ [1 dacă 21 sau z>3 _[ a dacă 20 
o na=(i dacă 4<z<3 na = —a0, dacă z>0 
g) fim=l+z-lzil h) f(z) = sin 2 + |sinz|. 
i) fa) = min 5 î) Pa) = max (2, 2) 
X) flz) = min (4, 2) 1) [ep = min (1, 2, 22) 


8. Se consideră intervalul 7 = (0, 2]. Să se traseze graficul funcţiei 
1, dacă zel . a, 
IR=R definită prin f(z) = | Î» i al funcţiei 
i pia fi) Ile batea Y 
e ( o, dacă ze 1 


:R=>R definită pri 
A zl Lama [APE DE 
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4. Să se reprezinte gratic funcţiile / : R=> 1 delinite prin: 

a) f(z) = —2z"s0n z; d) fiz) = z*alz); ei [la) = (in zi san z; 
b) Piz) = (22 + 1) san z; e) fie) = zaţz —2); n) [iz) = (sin z)a(z). 
c) [(z) = 22 + ala); 1) fiz) = a(z) — alz — 2); 


5. Sa se expliciteze f(z) pentru funcţiile [ ale căror grafice sint indicate 
unde n > 1 este intreg. 


n figura 1-8, 


y 


Fig. 18 


6. Să se determine funcţia reală f:R—R ştiind că flr+ 1) 431, 
VzeR; idem, f(22 — n) = cost z, VzeR şi [(1 — 22) = |r|, VreR 


7. a) Dacă 


= R este o funcţie reală fi 
[iz — a) (a e R constant), ce legătură există intre graficele Gp, 

e reală fixată şi k o constantă reală, Se consideră tunel 
utz) = [(z) + k, uz) = Afta) Cum pot Ti obținute 


tă şi se consideră funcţia 


graticele lui u şi v din graticul lui /? 


8. Presupunem construit graficul unei funcţii reale / : R— R. Cum se obțin graficele 
funcţiilor —f, ||, o*f, san f? 
9. Să se calculeze gof, [og pentru următoarele perechi de funcţii R = 1: 


a) [id =z+1 aa) = azi 
b) f(2)=Ya ala) = lzh: 
_ fa, dacă z>0 o, dacă <>0, 
e) fa) | 0, dacă z<0! “ | z, aaoi 
a 22 Ş Luz dacă 2>0. 
fa =z+ zl alz) fe mie aci 
[e ea | 1, dacă z este raţional 1.) [33 dacă 2 este rațional, 
0, dacă « este irațional 0, dacă este irațional 
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10. Se consideră funcţiile f:R=R, f(z) = 22 +7 şi g:(0, 1)—R, (2) = 


Să se determine o valoare 8 > 0 astiel încit: 
1 
—9|< m. dacă |z—1|<3. 
a) If(z) la cir la ] 


b) az) < —4100, dacă ze (it — 3,1). 


$ 3. Noţiunea de şir 


Există multe probleme de algebră, geometrie şi chiar de matematică 
aplicată care utilizează şiruri. Este suficient să amintim progresiile aritmetice 
şi geometrice, şirul perimetrelor (pa)s>s poligoanelor regulate cu n laturi 
înscrise într-un cerc, şirul rezultatelor intermediare intr-un proces algoritmic 
ete. În acelaşi timp, vom vedea că şiririle constituie un important instrument 
teoretic şi practic al analizei matematice. Intuitiv,un şir de elemente inseamnă 
„un element după altul“ fiecare avind un număr de ordine. Dar aceasta nu 
este o definiţie. 

Fie & un număr natural fixat. Vom nota N, = (n EN|n > k), adică 
NA = (he, ft, + 2, eu.) Deci NN. 


DEFINIȚIA LI. Fie Mo mulțime fixată. Prin şir intinit de etemente 
ale lui M vom înțelege o funcţie 


[NM 
unde k& este un număr natural fixat. 


În loc de şir infinit vom spune, pe scurt, şir. 

Cel mai adesea avem k = 0 sau & = 1. Punind f(n) = ap, şirul f se mai 
notează (a„)n>n. Cele mai des utilizate şiruri vor fi scrise astfel: (a„)nzo Bau 
(an)non. Elementul a, se numeşte termenul de rangul n al şirului; pentru 
k = 1 el este tocmai al n-lea termen al șirului. 

Aşadar, şirul de numere reale (a)nzo este funcţia f:N—R definită 
prin f(n) = ax, Vn > 0. Dacă M = Q (respectiv RNQ), vom spune că avem 
un şir de numere raţionale (respectiv iraționale). 

Două șiruri (a,)n>h; (Pa)n>x sint egale dacă a, — d, pentru orice n > k. 

Este important de făcut distincţie între un şir şi mulțimea termenilor 
săi (ceea ce revine la distincţie intre o funcţie şi imaginea acelei funcţii). 
Astfel, şirurile ((—1)uza şi ((—1"*1)n>i sint distincte, dar au aceeaşi 
mulţime a termenilor, anume (—1, 1). 


Pentru un şir (a„)no se poate considera submulţimea ((n, a,) | n E N) 
a lui R2, adică graficul şirului. 
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Ezemple de șiruri 


1) Dată a e R, atunci se poate consideră şirul constant (an)n>o definit prin ap = a 
pentru orice întreg n > 0. Dacă d 7 a este un alt număr real, atunci se poate considera 
şirul (enn>0 definit prin 


cp 2 fa dacă n este impar 
ii 2, dacă n este par 


care nu mai este un şir constant. Se observă că pentru orice n > 0 avem: 


PA CSA a 
Sa 


en = 


2) Şirul (n)nz» se numește şirul numerelor naturale, a cărui mulțime de termeni 
este N. Se pot, de asemenea, considera şirul (2n)n>0 al numerelor pare şi şirul (2 + 1)n0 
al numerelor impare. 

3) Indicăm un exemplu de şir care apare în unele consideraţii economice, 

Presupunem costul iniţial al unei instalaţii egal cu C. După începerea funcţionării 
instalaţiei, acesta se micşorează treptat, deoarece în calcule economice se face convenţia 
că o parte din cost este transferată produselor obținute cu ajutorul acelei instalaţii, 
SA notăm cu Ca costul acelei instalaţii după n ani de funcţionare, n > 4. Raportul 


avem 


a ai se numeşte coeficient de amortizare a costului iniţial; deoarece C, < C, 


0 < pu < 14. Pentru calculul Iui Ca în funcţie de C, n, use observă mai întii că 40=C — Cu, 
deci C, = C(1 — pi); economiştii fac ipoteza că In anii următori se respectă aceeaşi reguli, 
adică Ca = Cali — pu) = CU — pi, Ca = Cali — p) = CU —p) ete, şi, în general, 
Cn = C(1 — pu) pentru orice n > 1. Așadar, este definit în mod firesc un şir de numere 
reale (Cn)n>o unde C> = €. 

Ga o aplicaţie concretă, să presupunem costul iniţial al instalaţiei C = 500 000 lei 
şi după 4 ani, Ce = 20 000 lei. Ne propunem să determinăm costul instalaţiei după 8 ani 
şi să afltm după ciți ani costul acelei instalaţii devine mai mie decit 100 lei. Mai intii, 
din relaţia C, = C(1 — pu), rezultă 20 000 = 500 000 (1 — p)t, adică 251 — p)i = 14, de 


(74 


Ci — pr = 500 ooo = 


unde pm4—VE.. Atanoi Ge 


800 lei. Punind con- 


3 n 
diţia Cn < 100, rezultă 500 000 (CE) 2 100, deci n > 41. Aşadar, după 11 ani costul 


acelei instalaţii coboară sub 100 de lei. 
4) Pentru orice număr real 2 = m, zazsz, -... 2 > 0, am notat cu zi0) = m, zi) = m + 
+, ami 4 22, . trunchierile sale succesive. În acest mod, se obţine 
10 10 100 
un şir de numere raţionale (zî))n>0 asociat lui z. Reamintim că 0 < 2 — a < ET 
os 
pentru orice n > 0, conform teoremei 1.2. 


5) Considerăm un semnal într-un interval 7 de timp, identificat cu o funcţie ș:7—R. 
Pentru orice moment t e £, valoarea git) se numește eșantionul semnalului pla momentul t. 


Pentru orice şir de momente (t1)n>2 din Z se poate considera şirul (e(tn))n>0 al eșanti- 
oanelor semnalului ș la momentele considerate. 
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$ 4. Submulţimi ale lui R 


4.1. Submulțimi mărginite ale lu R 


La acest punct vom preciza citeva noţivni importante legate de relaţia 
de ordine pe R. Pentru înţelegerea lor recomandăm folosirea reprezentării 
geometrice pe axă. 

Fie ACR o submulțime nevidă. Reamintim că un element bER 
numește majorant pentru A dacă el este mai mare decit toate elementele lui 
A, adică z < b pentru orice z E A. Dacă o mulţime admite majoranţi,ea se 
numeşte mărginită superior sau majorată. În mod similar se definesc mino- 
ranţii lui A (ca elemente a € R astfel încit a < z pentru orice 2 E A) şi 
submulţimile mărginite inferior. Dacă un majorant b al lui A aparţine Ii 
A, atunci se spune că A are un cel mai mare element (anume b); acest număr 
este unic și este notat cu „max A“. Similar, dacă mulțimea A are un minorant 
aparţinind lui A, atunci acesta este cel mai mic element al lui A, notat „rin A“. 


Ezemple 
1) Dacă a, Sas... S ap sint numere reale şi A = (aj, a, ---, ap), nlunci mino- 
ranţii lui A sint numerele < a,, iar majoranţii lui A sint numerele > ap. Apoi min A = au 
max A = ap. 
2) Dacă A = ( ED 7 zeta -). atunci max A=1, iar majoranţii lui A sint 
n 
toate numsrele reale mai mari sau egale cu 1. Arătăm că nu există min A; într-adevăr, 


dacă ar exista min A, atunci el aparţine lui A, adică min A — -, k3>41. Dur —- - 


SEe 
şi se obţine o contradicţie (anume în A ar exista elemente mai mici decit min A) 
Minoranţii lui A sint toate numerele a < 0. 


DEFINIȚIA 1.2. O submulțime novidă Mc R se numeşte mâărgi- 
mită dacă en este mărginită superior și interior, Un şir infinit (auz de 
numere reale se numeşte mărginit dacă mulțimea termenilor săi este 
mărginită. 


Aşadar, mulţimea M este mărginită dacă şi numai dacă ea este conținută 
într-un interval compact [a, 6] şi este nemărginită în caz contrar. Şirul (anu 
este mărginit dacă şi numai dacă există numere reale «<f astfel incit 
a & a, < B pentru orice n > k. 


Bzemple 


1) Orice interval mărginit este mulțime mărginită. 

2) Dacă o submulțime A GR are un cel mai mare element, atunci max A este un 
majorant al lui A (chiar cel mai mic majorant al lui A), iar dacă există şi min A, atunci 
mulţimea A este mărginită şi Ac [min A, max A]. 

3) Mulțimea N nu este mărginită superior, deci nu este mărginită, De asemenea, 
mulțimile Z, Q, R nu sint mărginite. 
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4) Şirul (--) este mărginit deoarece toţi termenii săi aparţin intervalului (0,1), 
12 |nzu 


adică 0 < AL < 1 pentru orice n 34. În mod similar, şirul (. = 
n n 


) este mărginit 
— 2]n>s 


deoarece 0 < < 1 pentru orice n > 3. 


a a 
mi] mpa 


si 
seal (3 + 2 ÎN 
n>0. 


Mai general, un şir (an)n>n este mărginit dacă şi numai dacă există un număr D > 0 
asttel încit | an |  D pentru orice n > &. 


este marginit deoarece | < 1 pentru orice 


La punctul 1.2 am enunțat axioma lui Cantor, conform căreia orice sub- 
mulțime nevidă majorată C CR admite un cel mai mic majorant, notat „sup C“, 


sup C 


x — 


majoranți Ric 


Fig. 1.9 


Numărul u = sup C este numit marginea superioară a mulțimii C şi el este 
caracterizat, aşadar, prin următoarele două condiţii: 

19. pentru orice z€ Cavem zsu; 

2, pentru orice e >0 există y € C astfel incit u—e<yy (pentru că 
p — e nu este majorant al lui C). 

Prin simetrie faţă de origine, rezultă că orice submulțime minorată Cc R 
admite un cel mai mare minorant, numit marginea inferioară a lui C şi notat 
„int Ce. 


urtoranti ini € 2 


me 
Fig. 110 


Aşadar, dacă o submulțime nevidă Cc R este mărginită, atunci ea admite 
marginile A = inf C și u = sup C şi intervalul (7, u] este cel mai mic interval 
compact care conţine C (cel mai mic în sensul ordinii date de incluziune). 
Remarcăm, de asemenea, că dacă pentru o mulțime ACR există min A 
(respectiv max A), atunci A este minorată (respectiv majorată) și int A = 
= min A (respectiv sup A = max 4). 


. c 


X=nf C p= supC 


Fig. La 


Exemple 


1) Avem înt N = min N = 0, dar mulțimea N nu are margine superioară în R deoarece 
nu are majoranţi. 


2) Considerăm mulțimea C = [= |n 34 întreg : în acest caz sup C = max C=1. 
n 


Arătăm apoi că int C = 0. Avem 0 s z pentru orice z e C şi 0 este cel mai mare mino- 
vant; într-adevăr un număr a > 0 nu poate fi un minorant al lui C, deoarece există n 21 


întreg astfel incit A < a. 
n 


Pentru C = cal n>4 intreg) = tă 24,24 A „2+ A, IE inte 
[i E] E 

sup C=3. 

3) Dacă (an)n>x este un şir mărginit do numere reale vom nota cu inf am Şi respecliv 

nn 

sup, an marginea interioară (respectiv superioară) a mulțimii termenilor șirului. Asttel 
3 
int în 0, sup. 
ni n ni n 

Adjuneţionăm mulţimii R două noi elemente numite minus infinit (notat 
—00) şi plus infinit (notat -kee sau co) şi considerăm mulțimea 

R= RU (—20, co], 

numită dreaptă reală încheiată. Aşadar, R este o submulțime a lui R şi uneori 


elementele lui R se mai numesc numere finite. Pe mulţimea E se poate intro- 
duce o relaţie de ordine, prelungind Ordinea din R, punind 
—co < 00 şi —0co <z, 2 < co pentru orice zER. 
Pentru a € R vom considera mulțimile: [—oo, a) = (z ER|-—co s< z=<a) 
şi (a, co] =(z Ela < z < co), numite tot intervale. Dacă o submulțime 
nevidă CCR nu este majorată, atunci se mai scrie simbolic sup C = co, 
iar dacă C nu este minorată, inf C = —co. Așadar, pentru orice submulțime 
nevidă CCR, mărginită sau nu, se pot calcula int C şi sup C în mulţimea R; 
în cazul cind C este mărginită, aceste margini sint finite, 
Ezemple: sup N = co, int Z = —co, sup Z =:co. 


4.2. Noţiunea de vecinătati 


unui punct 


Fixăm un punct a€ R. 
DEFINIȚIA 1.3. Se numeşte vecinătate a punctului a orice 
mulțime V CR care conţine un interval deschis centrat în a. 


În acest caz există r >0 astfel incit (a —r,a+r)<V. 


[d 
De 
a-r a+r 
Fig. 142 


Ezemple n 
1) Intervalele (—4, 4), [—2, 3), [—c0, 7). R sint vecinătaţi ale originii, deoarece 


conţin intervalul deschis (—1, 1) centrat în origine. Mulțimea Z nu este vecinătate a 
originii pentru că nu conţine nici un interval (—r, r), cu r > 0. 

2) Este evident că un interval deschis (a, 5), a < 5, este vecinătate a oricărui punct 
al său; intervalul închis [a, %] este vecinătate a oricărui punct c,astfel incit a <c < d, 
dar nu este vecinătate a capetelor a, b. 

3) Dacă a, be R și ab, atunzi există vecinătăţi disjuncte ale lor; într-adevăr, 


E. Atunci intervalele (a —r, a+r), (b—r, dr) 


presupunem a < b şi fie r= 


sint vecinătăţi ale punctelor a, respectiv d şi sint disjuncte (figura 1.13). 


r>0 
a 2 AN 
RR 
a-r asr b-r br 
Fig. [43 


De asemenea, se pot defini vecinătăţile lui —co sau co. Se numeşte veci- 
nătate a lui co (respectiv —co) orice mulţime V CR care conţine un interval 
de forma (b, co] (respectiv de forma [—co, b)),unde b este un număr real. 
De exemplu orice interval (b, co) la care se adaugă punctul co însuși este 
vecinătate a lui co, iar intervalul (—eco, b) reunit cu (—00) este vecinătate 
a lui —co. 

Cu ajutorul noţiunii de vecinătate se poate defini noţiunea de punct de 
acumulare al unei submulțimi a lui R, care va fi utilizată în elaborarea con- 
ceptului de limită a unei funcţi 

DEPINIȚIA 1.4. Pie DCR o submulțime. Un punct ac se 
mumoşte punet de acumulare penteu D dacă în orice vecinătate a 
lui a există cel puţin un punct din DN (a) 


Exemple 

1) Pentru D = (a, b), a < b, orice punct a e [a, 8] este un punct de acumulare. 

2) Pentru D = N, co este unicul punct de acumulare, iar mulţimea Z are pe —oo, 
ca puncte de acumulare. 

3) Pentru D = (—c0, 4) U (1, 00), orice număr real a este punct de acumulare, 
inclusiv 1, deoarece este satisfăcută condiţia din definiţia 1.4. De asemenea, —co, co sint 
puncte de acumulare pentru D. 

4) Mulțimea D = (—1, 2]U (3) are ca puncte de acumulare punctele intervalului 
închis [—1, 2], iar punctul & nu este punct de acumulare pentru D. 

5) Submulţimile finite ale lui R nu au puncte de acumulare, 

Un punct z € D care nu este punct de acumulare pentru De R se numeşte punct 
izolat. În exemplul 4 de mai sus, z = 3 este punct izolat pentru D. 


EXERCIŢII (capitotul 1,44) 
1. Să se scr 


primii 6 termeni pentru fiecare din şirurile: 
1 ne 2n ——— ._ 
a) (Ea » (2 sas 3) (e jece d) VIFI — Vama 
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2. Folosind inegalitatea lui Bernoulli [7 >1 + n(z — 1), pentru orice z>0, neN] 
să se arate că 


a) 1,0210 > 3; 1.0110 > 41. 
b) dacă 0 <a <1 este fixat, atuni 


există N natural astfel incit an < 5 pentru 
orice n > N 

dacă a 1 este fixat, atunci exista N natural astfel încit an > 10 pentru orice 
n>N şi nu există N naturi 


astfel încit an < 5 pentru orice n > N. 
8, a) Fie ACR o mulțime mărginită. Să se arale că orice submulțime a lui A este 
mărginită, 


3) Dacă Au, As sint submulțimi mărginite ale lui R.să se arate că A, U Ass Au N Aa 
AN au aceeași proprietate. 


4. Fie a,b e R. Să se arate că 
a+btla—bl 
2 
20. dacă max (a, 2) = min (u, b), atunci a = b. 


5. Sa se determine minoranţii şi majoranţii min A, nlax A (dacă există) pontru urmă- 
toarele submulţimi A ale dreptei reale: 


10. max (a, b) = ti Va iei EA at aa 


a) 4 == d) A =(—22)U (3, 4); 

B) 4 = (0,100); pa (= Timo intreg); 
n 

e) A = (sin 1, sin 2, sin 3); na= (azi "31 intreg). 


8. Pentru orice submulțime nevidă CCR notăm —C=t-zlzeC). Să se 
arate că dacă C este mărginită, atunci sup (—C) = —iînt C și înt (—C) = —sup C. 
7. Să se arate că mulțimile următoare sint mărginite şi să se indice în fiecare caz 
marginea inferioară şi marginea superioară: - 
M,= (zeRB|=s<2), M= (re Qlat<2), M= (zeRlais 16). 
8. Sase arate că şirurile următoare sint mărginite şi să se determine inf an, Sup an: 
E n 


a) an = LA n>1:b) an = Va FIV n>0; e) an = dr: n>ii 
dan, n 203 e) an = min (10, n), n > 03 1) an = co, n 21. 


9. Să su arate că următoarele submulţimi A ale lui R sint nemărginite şi să se deter- 
mine inf A, sup A (calculate în TE) 


aj A=(reR|z>0, z>3); a=t = 

z+ 
b) A= reni —zso0 4) 4A= (z— 
10. Gare din submulțimile VC R următoare sint vecinătăţi ale ori 
a) = (1-12); €V=(—3 UB, o); 
b) V =, o); dv =? 


11. Fie a = a „ Este RNZ o vecinătate a punctului a? Dar intervalul [ i 3] ? 


Dar intervalul (= E a r] pr >07 
2 2 


12. Care din submulțimile următoare Y CE sint vecinătăţi pentru —co sau too; 
a) = 0, co]; b) V =(—o0, 5); c) V=[—c0, —4U(2, 0); d = z? 
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13. Să se arate că originea este punct de acumulare pentru mulțimea 
D= (3 In>i întreg) şi că co este punct de acumulare pentru D = (n?| n > 4 întreg). 
za 
14. Să se arate că punctul « = 8 este punct de acumulare pentru submulţimile DCR 
următoare: ) 
») BNZi o D=a8; 
(8, co); e) D= RNB, 12); 1) D=RNQ. 


15. Să se determine punctele de acumulare şi punctele izolate ale submulțimilor 
DCR următoare: . 


a) D= (-4, 


ap= (ies, o): 


») D 
d D= 


(co, A)utti, co); e) p= (topo ini intreg); 
ri 
1) D = domeniul maxim de definiţie pentru 
iz) = aresin (z— VI). 
16+,. Fie In = [an, bn], n 30 un şir de intervale compacte, astfel încit Vn30, 
In 5 Imwa. Să se arate că intersecția (] Im este nevidă. 
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$ 5. Citeva clase de funcţii reale 


În cele ce urmează, vom îrece în revistă citeva tipuri de funcţii reale, de 
fapt o sinteză a unor noţiuni pe care le-aţi întilnit şi în clasele anterioare. Se 
va subințelege aici existenţa unui sistem ortogonal de axe z0y fixat în plan. 


5.1. Funeşii pare, 


funcţii impare 


Fie DC Ro submulțime simetrică faţă de origine (z€ D = —z € D) şi o 
funcţie f:D-—R. Reami că f se numeşte pară dacă f(—z) = f(2), 
V a € D. Graficul unei funcţii pare este simetrie faţă de aza Oy. Într-adevăr, 
un punot (a, b) din R? aparţine lui G; dacă şi numai dacă simetricul (—a, d)- 
al lui faţă de axa Oy aparține lui G/. 

Funcţia f se numeşte impară dacă f(—z) = —f(a), Vz€ D; în acest 
caz, dacă 0 € D, atunci f(0) = 0. Graficul unei funcţii impare este simetrie 
faţă de origine deoarece un punct (a, b) din R? aparţine lui Gr dacă şi numai 
dacă simetricul lui faţă de origine (—a, —0) aparţine lui G. 


= n (n natural) este pară dacă n este par şi impară dacă n este 


Fig. L44 


„.* Exerciţiile şi problemele notate cu asterisc prezintă un grad sporit de interes sau de 
dificultate. 
: 
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2) Suma şi produsul a două funcţii pare sint funcţii 
pare. Suma a două funcţii impare este o funcţie 
impară, iar produsul a două funcţii impare este o 
funcţie pară. Produsul unei funcţii pare cu o funcţie 
impară este o funcţie impară. 

Verificările necesare sint imediate. 

3) Funcţia f:R=R, f(z)=2+1, nu este nici 
Fig. 145 pară, nici impară (fig. 1.15). 


5.2, Funcţii periodice 


Se intilnesc multe fenomene fizice care se repetă periodic: mișcarea Pămin- 
tului în jurul axei sale (într-o primă aproximare), oscilaţii periodice, mişcări 
ciroulare periodice ete. Modelul matematic al lor este descris prin funcţii 
reale periodice. Fie 7 7 O fixat. Reamintim că o funcţie reală f: DR 
(DER) se numeşte periodică de perioadă T,dacă pentru orice z € D avem 
2+TED,2z—TeDşif(z+T)= f(2). 

În acest caz, pentru orice n întreg nenul, n 7 este de asemenea o perioadă 
pentru f, iar mulţimea D este nemărginită. Dacă există o cea mai mică peri- 
oadă striot pozitivă, aceasta se numeşte perioada principală a ui f. Este 
atunci suficient ca studiul lui f să fie făcut pe un interval de lungime cit 
perioada principală. 


Bzemple 


1) Funcţiile sin, cos sînt periodice avind perioada principală 27; mai general, funcţia 
pi, [(0) = A sin (ct + q), w40 care se numeşte uneori semnal sinusoidal de 


umplitudine A, pulsaţie « şi fază ș, este funcţie poriodică avind perioada principală aia 
i lei 


2) Funcţia Dirichiet f:R=R, 


As | 1, dacă z este raţional 
0, dacă z este irațional e 


cate poriodică avind ca perioada orice număr raţional 7 ș4 0, deoarece dacă z este raţional 
(respeotiv irațional), atunci z + 7 şi z — Z'sint la tel, deci f(z + 7) = f(z). În -acest caz 
nu există perioadă principală. 


5.3. Funcţii monotone; şiruri monotone de numere reale 


Fixăm o submulțime DC R şi o funcţie reală f: D— R. 
DEFINIȚIA 1.5. Funcţia / se numește: 
a) monoton crescătoare pe D, dacă 


V 2 2 € D, zi < za fa) < fa); 
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n) strict, crescătoare pe D, dacă 
YV ze ac Dr < za flz) < fi); 
pe D, dacă 
Vp a D, a < za fa) > fs); 
b') strict doserancătoare po D, dacă 
Viu Ha Da za fiz) > fa); 
A Ț este sau monoton crescătoare sau 


b) mo on escrescăt 


c) monotonă pe p 
monoton desereseătoare pe D; 


e) strict mo tonă ne DD, dacă ; este sau striet crescătoare sau 
siriet descrescătoare pe D 


Bzemple 


1) Funcţia f:R—R, f(z) = z este strict crescătoare pe R. Funcţia g:R—R, 
(2) = 2% este strict descrescătoare pe (—co, 0] şi strict crescătoare pe [0, co) (considerind 
de fapt restricţiile lui g) fără a fi monotonă pe R. Funcţia g nu este monotonă pe nici 
un interval deschis care conţine originea. 


2) Funoţia „sin“ este strict crescătoare pe [- , =]. dar nu este monotonă pe 
10, 7]. 


În cazul cind D = N se obţin definiţii corespunzătoare pentru şiruri de 
numere reale, Astfel, un şir (a„)n>o este monoton crescător dacă a, < anu 
pentru orice n > 0 (adică ag < a, < ae < ...), monoton deserescător dacă 
dn > any Vn > 0 (adică ao > as > as > ...), strict crescător dacă a, < aa, 


Vn > 0 etc. Un şir se numeşte monoton dacă el este monoton crescător sau 
monoton descrescător. 


Exemple 


1) Orice şir constant este monoton (atit crescător cit şi descresciitor), dar nu este 
strict monoton. 


2) Şirul (n)n>o este strict crescător, iar şirul (2) este strict descrescător. 
n ini 


3) Şirurile: ((—2)nae, (2) , (sin E 


) nu sint monotone. 
n>0 


5.4. Funcţii mărginite, margini ale funcţiilor 


DEFINIȚIA 1.6. 0 funcţie reală f: D— R se numeşte: 


a) m inită superior dacă mulțimea valorilor ei (D) este majo- 
rată, adică dacă există un număr real B, asttel încît f(z)< B pentru orice ze D; 
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b) mărginită îi io e dacă mulțimea valorilor ei este minorută, 
adică dacă există un număr real A, asttel încît /(z) > A pentru orice z=D; 


c) m imită dacă este mărginită inferior şi superior, adică dacă 
există A, B reale, astfel încît A < f(z) < B, v z € D (sau, echivalent, dară 
există M > 0 astfel încît |f/(z) | < M, pentru orice z € D]. 


Evident, dacă D CR, atunci funcţia f este mărginită dacă şi numai dacă 
graficul lui f este cuprins intre două paralele la axa Oz. 

Ezemple 

1 Funcţiile polinomiale reale de gradul 1 şi de gradul II sint mărginite pe orice 
interval închis D = (a, b), dar nu sint mărginite pe întreg R. 


2) Este evident că un şir (an)n>a de numere reale este mărginit (definiţia 1.2) dacă 
şi numai dacă funcţia respectivă /îN = R, n |-> an este mărginită. 


3) Funcţiile sin, cos definite pe R sint mărginite. Funcţia te: (2 î Sea R este 
nemărginită, dar restricţia ei la intervalul [o ci] este mărginită. 

1) Funcţia f:(0, 0), f(z) = BI este nemârginită (uvoarece pentru orice M>0, 
Mutnă ap = ie rezultă fre) = 20 > m). Restricţia lui / a orice interval [a, co), 


a >0 este funcţie mărginită, deoarece - |f(z) | <-L 
a 


ta,&) 


pentru orice zela, ce) (fig. 1.16). 
5) Este evident că suma, diferenţa şi produsul a 
y= Pa> O doua funcţii f,g: DR mărginite sint funcţii mărginite 


nu acelaşi lucru este valabil pentru cit, aşa cum arată 


exemplul funcţiilor sin şi cos pe (o. 3) 


Fig. 1.46 


Incheiem acest punct cu o ultimă noţiune referitoare la funcţiile măr- 
ginite, care apelează la proprietatea lui Cantor. 

Dacă f:D-—R este o funcţie mărginită superior (respectiv inferior), 
atunci mulțimea tuturor valorilor sale, f(D) = (/(z) |z€ D) este măr. 
ginită superior (respectiv inferior) şi, ca atare, are margine superioară notată 
sup, f(2), respectiv inferioară, notată inf [(2). Dacă f este mărginită, atunci, 
sa Pe 


evident, int f(x) < sup f(z) şi dacă are loc egalitatea, atunci f este constantă 
ep xeb 


pe D. 
Dacă f nu este mărginită superior se pune sup f(z) = «ee, iar dacă nu, 


f este mărginită inferior se pune inf f(z) = se. 
: seD 
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Ezemple 


1) Fie funcţia f:R—R, f(z) = 2%, Restricţiile lui / la intervalul D = [—1, 2) şi 
“la intervalul D” = [—2, —4] sint funcţii mărginite. Avem 


int 2 = 0, sup 2 = 4, înf at = 1, supa =, 
xe xep' ep! 


xD 


2) înt „90, sup 230; int sinz= —4, supsinz=1; inf (0248) =3, 
xelo,2 et, 2 xen xe set, 


„sup (2 3) = 5. 


3) Funcţia 7:00, 1)—R, fla) = AL mu este mărginită; avem în =, 
e xa(0,1) 2 
sup A mețea; 
xa0, 2 


5.5, Citeva funcţii importante 


Vom trece acum în revistă unele funcţii importante, în legătură cu pro- 
prietăţile de monotonie, mărginire, periodicitate. 

a) Orice funcţie polinomială P este definită pe întreg R și nu este mărgi- 
nită şi nici periodică (în cazul cînd gr P > 1). Monotonia lui P trebuie stu- 
diată de In caz la caz. Dacă gr Ps, atunci funcţia P este monotonă pe 
întreg R,, iar graficul lui P este o dreaptă. Funcţia P:R — R definită prin 
P(a) =, vaze R nu este monotonă pe R şi are numai valori pozitive. 
Funcţia P:R —R, P(z)=a2 este egiab crescătoare şi este nemărginită pe R. 


b) Orice funcţie raţională f = a (P, Q fiind polinomiale) are ca dome- 


niu maxim de definiţie D= (z E R|Q(2)-7 0). Dacă Q nu are rădăcini 
reale, atunci D = R. Nu se poate afirma, în general, nimic despre mărginirea 
sau monotonia funcţiilor raționale. De exemplu, funcţia f: RN(0)— R, 


f(a).= Ei este strict descrescătoare pe (—co, 0) şi pe (0, co) (figura 1.17, a), 


dar funcţia g:RN(0)—R, ao) = 3 nu este monotonă pe RN(0) 


(figura 1.17, 5). 
a 08 , a 


o 


i | 


L] 


a 
Fig. 147 
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c) Funcţia ezponenţială este definită pe întreg R, f:R—+(0, 20), 
f(z) = 10%, avind valori striet pozitive. Ea este strict crescătoare pe R, bijec- 
tivă şi nu este mărginită (figura 1.19, a). Inversa ei este funcţia logaritmică 
1g:(0, co)—R, zl->1g z (figura 1.18, 6) care este, de asemenea, strict 
crescătoare pe intervalul (0, co). 


y=10* i yalgx 


(0,1) 


i 


Fig. 1.18 


Dacă a >0,a z 1, atunci pentru orice z se poate defini a* = 10*: iza UR 
cu aceasta, funcția ezponențială în baza a, anume f: R— (0, eo), f(2) = a! 
Această funaţie este bijeotivă şi inversa ei este funcția logaritmică loga (în 
baza a). Dacă a >1, atunci ambele funcţii sint strict crescătoare, iar dacă 
0 <a <f, ele sint strict descrescătoare. 

Dacă a € R este fixat se poate, de asemenea, defini funcția putere de ezpo- 
nent &, h : (0, co) —R, h(z) = z* = 10*1€*, Pentru valori particulare ale 
lui a, domeniul maxim de definiţie Dal funcţiei putere se modifică. De exemplu, 
pentru «= 3 avem D = BR, pentru « = că D= (0, co), iar pentru 

1 â 
a= —, D=00, se). 


d) Funejia-sinus sin: BR — B este mărginită şi periodică de perioadă 
principală 2; ea nu este monotonă pe R şi nu este bijectivă. Restringind 
convenabil domeniul de definiţie şi domeniul de valori, anume considerind 
funcţia sin = [a = . i! —[-—4, 1] se obţine o funcţie bijectivă, strict crescă- 
toare (notată pentru comoditate la fel ca la început, fiind de fapt altă 
funcţie), Graficul acestei funcţii este indicat în figura 1.19, a. Inversa 


Fig. 1.19 
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=, 2] este, de asemenea, strict crescătoare 
şi are graficul indicat în figura 1.19, d. 
Funcţia cos : R— R nu necesită un studiu aparte, deoarece cos z = 


= sin (== 2), Vz E R. De asemenea, funcţia arecos: [—4, 1]—[0, z] nu 
necesită un studiu special,deoarece arccos z = £ — aresin z, VzE[-—4, 1]. 

e) Funcţia-tangentă este definită pe mulţimea D= RN (cos z = 0) = 
=) RNĂAR +nElxe z). Această funcţie este perisfică, de perioadă 
principală x şi este nemărginită. Funcţia tg : (=2. Za R este strict 


crescătoare, nemărginită şi bijectivă, iar inversa ei, arctg : R— (2 2) 
oste strict crescătoare şi mărginită (figura 1.20). 
yp4 5 
y=9x 


! Yy yzarcga 
i 7 


| 


5 Fig. 1.20 zi 

Funaţiile ctg, arcetg nu necesită un studiu special deoarece ctg 2 = 
= ip (= a 2) pentru orice zER, zrhr (kEZ) şi arcotg 2 = 2 — arotg 2, 
VzER. 


“Toate funcţiile considerate mai sus se mai numesc, cu un termen generic, 
funcţii elementare. 


EXERCIŢII 


1. Să se studieze paritatea și imparilatea funcţiilor f :D — R următoare (D fiind 
domeniul maxim de definiţie): 


a) f(z) = +10; o rta)= &i îfm= atzi 

b) fim= ata D=: î) Pa) = —sin' zi 

<) m =VI=3; e) fl) = z+VEȚI: x) ft) == 
12 

a pa = SE2, D) fa) =Văntz: D Fa) = max (2, 2). 
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2. Să se arate că funcţiile f:R-—R următoare: f(z) — |sin z|, f(2) = cost z, 
[(2) = sin (oz-+ ș), e 4 O sint periodice şi să li se determine perioada principală. 


8. a) Cum se poate exprima faptul că graficul unei funcţii /:R-— R este simetrie 
faţă de dreapta z = a? Dar faţă de punctul (a, 0)? 

b) Săse arate că dacă graficul unei funcţii  : R —> R este simelric faţă de două drepte 
distincte z = a, z = d, atunci f este periodica. 


4. Să se arate că funcţia f:R—R, f(z) = 2 + 1 este strict crescătoare pe orice 
interval; idem g:R-R, g(2) = + 3245. 


5. Să se studieze monotonia funcțiilor următoare pe intervalele pe care sint definite: 


a) f:R>R, flo) =1+ 2 e) f:00, 21—=R, fl) = cos z; 
BP: 18, fi V/z: A pina, pe-a. 


6. Dacă tuncţia f:R—> R este strict crescătoare şi surjectivă, să se arate că f este 
bijectivă şi că f-1 este strict crescătoare. 


7. Fie f:I— R definită pe un interval 7. Să se arate că / este monoton crescătoare 
(respectiv descrescătoare) pe Z dacă şi numai dacă pentru orice zi, za e 1, 2, F za, avem 


(las) — [2 > o (respectiv « 0). 

S-a 
8. Daţi exemplu de un şir: 
a) mărginit, dar nu monton; 
b) monoton, dar nemărginit. 


9. Să se arate că şirurile (an)n>. definite prin 


1 să ATi 
an mi am ama ai 


sint monoton crescătoare. 


10. Să se arate că următoarele funcţii f :R=— R sint mărginite: 


a) f(z) = 3sin 22; a)-fla) Hi ; 

») fa = at) e) la) = 2 coa(z + ); 

e) f(z) = i. fa) = 2-a, 

11. Să se studieze mărginirea următoarelor funcţii: 

a) P:R=R, flo) = zl: d) ORSINI e Re a) = ari 
») PRR, fa) para) e) f:BNZ=R, fa) = 

o) PRM, fl) = ai 1 F:R=R, 
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12, Să se determine int /(2), sup, (2) pentru următoarele funeţii f: D= R: 


a) flz) = 20 —14, 2=00,1]; c) f(z) = 2 —224+1,D=00,14]; 
b) flo) = ae DR: a) rta) = cea aa, D= fo, E]. 


EXERCIŢII ŞI PRORLEME REZOLVATE LA CAPITOLUL 1 


1, Să se determine toate valorile lui n e N astfel incit 


a) = <div] dn 
mi 10 na 


Soluţie, u) Inegalitutea se serie n: — 101 +1 > 0 şi rezultă n e (—c0, 5— V/24)u 
U (5 +3, c0). Deoarece n este natural, se rețin doar valorile intregi şi pozitive, deci 


12 1 12 1 
10 şi = 0; b) Deci, | — —, adică > —, de unde n +3 <4120, 
iA9ipin ) | Ea n 3 10 a 
ne (0, 1, 2, ci:s 116); c) Rezultă ——2— > A, deci Zn < 27, adică ne(0,4,2,3,4). 


m +3 10 


3. Să se arate că ezistă N natural astfel incit 3n > 400n pentru orice n > N. Deduceţi 
că ezistă N natural astfel încut 0 < E < i pentru orice n > N. 

Soluţie. Încercăm valorile n = 0, 1, 2 şi observăm că pentru n =6 avem 

30 = 729 > 600, iar 3? > 700, 38 > 800 etc. Luind N = 6, se verifică imediat prin inducţie 


că 31 > 100 n pentru n > 6. Partea secundă a exerciţiului este o consecinţă directă a 
primei părţi. 


8. Să se calculeze primii termeni, diferența ans, — an şi cltul A pântru fiecare 
din şirurile următoare: aie 


nai 


1. an. = „n24 
20. an = 21, n>0. 


Soluţia. 4%. a = îti 2445 10 1, 
ie. 1. aa = 2, a Saal; 
nea — ip aa (PE A 4 
n+i 
+1 
an = E = m ink 2. 
anşa  (n+2P+1 nn ran +5) 
n+2 


37 


ana — an = Ph —2n = 2 şi 


ama 203 a 


4. Să se arate că submulțimile următoare ale dreptei reale sint mărginite şi să se indice 
marginile lor inferioară şi superioară: 
Mu = 04, 2), Ma = 04, 21U (5), Ma = (4, 21U (—2, 5), Me = (4, 21U (4, 9), 
Ms = (2 +2 la e0-i, 11), M, = (tz 10, 2), ME taia e (2,2), 
M, = Osin2z |zeR). M, = (s-tsinzz 1 e (o, E 
Soluţie. Faptul că aceste mulţimi sint mărginite este evident; de exemplu, toate sînt 
conţinute în intervalul [—10, 10]. Avem sup M, = 2 (pentru că majoranţii lui M, sint 
toate numsrele > 2, iar 2 este cel mai mic); similar, sup M,=5, sup M,=5, sup M!=7, 
considerind cel mii mic dintre majoranţii mulțimilor respective. Apoi M, = [—4, 5], 
Ma = 10, 4], Me = (0, 4), Me = [—7, 7], deci sup M, = 5, sup Me, sup My 4. 
sup M=7. 
Folosind faptul că marginea inferioară a unei mulțimi mărginite inferior este cel mai 
mars dintre minoranţii acelei mulţimi, rezultă inf A, = 4, înf Ma = 1, înf Ma = —2, 
înt M, ="4, înt Ma = —1, înt Ma = 0, înt M, = 0, înt Mg = —7. Studiem în detaliu 


cazul mulţimii Mp. Dacă z e (o. 7). rezulta 27 (o. =) şi sin 27 e (0, 1), deci M, 
coincide cu intervalul (5, 6). Majoranţii mulţimii M, sint toate numerele > 6 şi cel mai 
mic dintre ei va fi sup M, = 6; similar, minoranţii mulţimii M, sint numerele « 5 şi, 
ca atare, cel mai mare minorant va fi inf M,=5. 

5, Să ae reprezinte grafic funcţiile f : R— R. 


a) (2) = zsgn z; b) [(z) = Bz +1)- aţa); c) f(a) = dac +2); 
4) la) = az)» Isinz]; e) [(2) = max (4, 2%); Daia ar 
Care din aceste funcţii sint mărginite? Dar monotone? Dar pare? 


z, dacă z>0 


Soluţie. a) Aşadar f(z) = 0, dacă 2 = 0, adică f(z) = laj; 
—a, dacă z<0 | 
0 „dacă z<0. 0, dacă z< 2 
RAD (Per dee ae oi a a ai 


0 „dacă z<0, _[ în dacă ze (-2,2). 
arte | Isinz|, daca z>0i 9] a, caca eg (o2,2)i 
+2, dacă is — 


—z „dacă —1 <zs0 
Dr 


z „dacă 0<zsi 
= La—az, dacă z>1 [ 
Graficele respective sînt indicate în figura I.24. S 


„Puncţiile de 1a punctele e, d sint mărginite; funcţiile d, c sint monoton crescătoare; 
funcţiile a, e, f sint pare. 


2 = st (n > 1) sint mărginite și monotone. 


6. Să se arate că şirurile an = 5, bn 
n 
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Fig. 1.24 


Soluției anta — an E PN cul OR e 7 e E e 
ai 4 m+1)l n! ni(n + 1) n! ni in+i 
ST CITI < 0, deci anș, S an şi şirul este monoton descrescător. Apoi 0 < an = 


m ori 


a =) < 2, adică an e [0, 2] pentru orice n 21. 
TI n 


Pe de altă parte, în = (2) a (2): deci usa < ba şi este evident că 6<im<2, 

pentru orice n 21. Ca atare, șirul (bn)n>i este de asemenea mărginit și monoton descrescător. 
7. Să e determine marginile funcţiilor [ : D-+ R pe mulțimile D indicate: 

a) f(z) = 3z+2, D= 1 c) f(a) =V/ Bra — a, D=10, 4); 

b) fila) = —(z— 1, D=10, 3]; d) [(z) = asin z + b cos z (a, b constante), 

D= 00, 2n]. 

Soluţie. a) Dacă ze[-—1, 1], atunci 3ze[—3, 3] şi f(z)el-1, 5]; avem 

înt fe) = —4, sup [(2) = 5. 


ep 
b) int fila) = 


sup [(2) = 0; c) Funcţia 7 este monoton descrescătoare pe D şi 
ei 

sup [(z) = [(0) = 2, înt f(z) = fă) = 2V/5—&; d) Dacă a = 0, atunci f(z) = b cos 2 
sep! sep 


şi înt [(a) = —12 |, sup [(z) = |b |. Dacă a 7 0, atunci [(z) — a (in a E. cos 2) 
san  xaD a 


Alegem pe (- ca S =) asttel incit 2. = tg e şi rezultă f(z) = a(sin z + tg e cos z)= 
a 


a 


— Ea sin (e + 9): Deoareee case = “7 stă pie „ xezultă fe) = 
= fe Ptaia (2 + ș). Ca atare, int f(z) = —V/ a bi, sup fla) = Vară. 
a xep =eD 


Reţinem totodată că |asin z + d cos z | <Varti, Va e0, 2x]. 
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Capitolul II A 
LIMITE DE ŞIRURI. LIMITE DE FUNCŢII 


$ 1. Şiruri convergente de numere reale 


Despre „convergență“ avem cu toţii o anumită reprezentare intuitivă. 
lată un exemplu simplu, deşi puţin forțat. Să presupunem că î,, ta, fa, s-o bac 
reprezintă temperaturi pozitive măsurate la momente succesive de timp. 
Ce sens trebuie dat afirmației că aceste temperaturi converg către zero? 
Intuitiv, aceasta înseamnă că temperaturile respective sint „din co în ce mai 
mici“, adică pentru orice prag de temperatură e >0, avem 4, <e dela un 
rang N incolo, adică pentru orice n > N (N depinzind de e) (fig. 11.1). Dacă 
îm n > 0 nu sint neapărat pozitive, faptul că ele converg către zero se exprimă 
prin aceea că Ve >0, avem —e < t, < e, adică | în| < e, de la un rang încolo. 

Dăm un alt exemplu. Să considerăm o cantitate de substanţă radioactivă A, 
care se injumătăţeşte la fiecare 12 ore. Măsurind-o la fiecare 12 ore, canti. 


tăţile vor fi succesiv A, 4, Zis + (omitem structura atomică şi pre- 
supunem materia indefinit divizibil). Intuitiv, aceste cantităţi converg către 
zero (fig. 11.2); de alttel, pentru orice prag e > 0 avem Ei <e de la un rang 


incolo (nnume, alegem N astfel incit 2N >. şi atunci pentru orice n > N 
CI 


avem Ei < & < e). Amadar,în orice vecinătate a originii se află toţi termenii 


şirului 2, incepind de la un rang încolo. 


Astfel de exemple sint numeroase și au impus următoarea definiţie a cărei 
înţelegere este esenţială. 
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1.1. Şiruri avind limită, şiruri convergenre 


DEFINIȚIA ÎI. 1. Fie (a„)„po un şir de numere reale şi a € &. 
Se spune că şirul (a„)„>o are limita a dacă în orice vecinătate a pune- 
se află toți termenii șirului începînd de la un anumit rang. Se serie 


De exemplu, faptul că lim ay = 0 revine la aceea că, pentru orice veci- 
me E S 
nătate V a originii, există un rang N astfel incit a, € V, pentru orice n > N. 


DEFINIȚIA II. 2. Orice şir de numere reale avind o limită finită 
se numeşte convergent. Dacă a € R şi lim a, = a, atunci se mai spune 


că şirul (a„)„>o este convergent către a. Şirurile care nu au limită 
şi cele care au limita --co (sau —co) se numese divergente. 


Ezemple 


1) Fie ap = A, n>1. Arătăm că (an)n>+ este un şir convergent și lim ÎL = 0 
n zi 


Într-adevăr, fie V o vecinătate oarecare a punctului a = 0. Atunci există e > 0, astfel 
incit (—e, e) CV şi se observă că dacă n > L, atunci < e (0, ec V, adică toţi ter- 
. n 


menii șirului ap = Î. se află în V, incepind cu rangul N = [] + 1 (căci dacă n, 
ri Pi 
atunci n > 1). 
. 


2) Arătăm că lim n? = -+-oo. Într-adevăr, fie V o vecinătate oarecare a lui -+oc, 


deci există e > 0, asitel incit (e, c0)c V. Punind condiţia n: > e, rezultă că n: eV. 
Cu alte cuvinte, luind XV = [//£] + 1, rezultă că Vn > N, avem n > VE, deci nt>e, 
adică n: e V, deci toţi termenii șirului an = n? aparţin lui V de la un rang încolo şi, ca 
atare, lim am = +0. 
ne 
3) Arătăm că, în general, dacă (an)nk este un șir monoton crescător și nemărginit, 
atunci lim -L = 0. Într-adevăr, fie VY o vecinătate oarecare a originii. Alegem e.> 0, 


no an 
astfel incit ( 


«)GY. Deoarece şirul (an) este nemărginit, există N natural, astfel 
incit ay > A. Şirulfiind monoton crescător, avem ap 3 ay pentru orice n > N. Așadar, 
e 
oii <e, deci Î e (0, e)cY, pentru orice n N. În concluzie, lim A = 0. 
an ax an ma Gh 


în particular, deoarece şirurile (nn>i, « > 0; (10)n>0; (VIN Fi — Vinzi 
(n!)n>o sint monoton crescătoare şi nemărginite, rezultă relaţiile: 


1 i 1 1 it A 
în) lim = 0, lim = 0, lim, =0şilim —=0, 
( na n% mo 108 n-o Vînți—V/n y n=e nl 


Lui 


TEOREMA II. 1. (unicitatea limitei). Dacă un șir de numere reale 
are limită, atunci aceasta este unică. 


Demonstraţie. Presupunem că a, — a şi a, —b (pentru n —+ co) şi avem 
de arătat că a = b. Dacă, prin reducere la absurd, avem a  b, atunci alegem 
vecinătăţi V, şi Va ale punctelor a şi respectiv b, care să fie disjuncte (fig. 11.3). 
Deoarece ap — a, atunci în V, se vor afla toţi termenii șirului de la un rang 
N încolo; în particuilar, în afara lui V,, deci în V, se vor afla doar un număr 
finit (cel mult NN + 4) de termâni ai șirului (a,)uzo; deci b nu poate fi limita 
şirului (a)nz0. 

TEOREMA UI. 2. (de caracterizare a limitei 


ar de şiruri). Pie (ana 
un şir de numere reale. 


1*. Şirul (a)nao este convergent către un număr a € R dacă şi numai 
dacă pate îndeplinită condiția urmztoare 
pentru orice < > 0 există un număr natural N Ne), depinzind 
(2) [| ce «, asttel înett jaui—a pentru oelee n > N 


(eu ajutorul cuantificatorilor logici, această condiţie se serie astfel 


Ve >0, 3N= No); va > N, ja, —a i) 


. Sirul (a,)nzo are limita --oo dacă și numai dacă: 


pentru orice < >0 există un număr natural V N (e), asttel 
G) [| înett a, >c pentru orice n > 


3”. Sirul (a)uao 'are limita —co dacii și numai dacă 


pentru orice < >0 există un număr natural N(e), astfel înett 
au < —e pentru orice n > 


(540) 


Demonstraţie. 1%. Presupunem că a este un număr real şi că lim a, =a, 
n-o 


Atunci, conform definiţiei 11.1, pentru orice e >0, în intervalul (a—e, a+- e) 
se află toţi termenii șirului (an)>o de la un rang încolo, adică există N 
natural depinzind de «, astfel ca pentru n > N să avem a, € (a—c,a+e), 
sau echivalent, | a, — a | < e. Așadar, este îndeplinită condiţia (2). Reciproc, 
dacă condiţia (2) este îndeplinită, arătăm că Jim au = a. Pentru aceasta, 


aplicăm definiţia 11.1 şi fie V o vecinătate oarecare a punctului a, deci există 
= >0 astfel incit (a —s, ae) CV. Contorm (2), există N = WN(e) natural 


V, , 
—R— = 
= P R 


Fig. 11.3 
a2 


astfel incit | a, — a | < epentru orice n > N. Aceasta înseamnă că a„E(a—e, 
a+e), adică a, € V pentru orice n > N. Deci toţi termenii şirului aparţin 
lui V de la un rang încolo, adică lim a„=a. 

n-a 
= 25. Presupunem că lim a„ —'co. Atunci peniru orice e >0, în intervalul 


(e, oa] care este o vecinătate a punctului --ee, se vor afla toţi termenii șiru- 
lui (an)nao de la un rang N = N(e) încolo, adică a, > e pentru orice n > N. 
Reciproc, dacă este îndeplinită condiţia (3), atunci pentru orice vecinătate 
V a lui co alegem « >0, astfel încit (e, 03] V. Conform ipotezei, există 
N = Ne) natural, astfel incit pentru orice n > N să avem a, >e, adică 
a EV, deci lim a, = ce. 

pai 


Punctul 3* se demonstrează similar, folosind faptul că vecinătăţile lui —o0o 
sint intervale de forma [—co, —e) ete. De altfel, ay —+ —c0 «e —ay = 00. 


Observaţie. Dacă a este un număr real, faptul că un şir (an)n>o este convergent către a 
revine la aceea că şirul de numre reale pozitive (| an — a |)n>o are limita zâro, adică 
şirul distanțelor (d(an, a))n>o are limita zero, ceea ce exprimă faptul că termenii an 
devin „din ce în ce mai apropiaţi de a, pe măsură ce n creşte, Reţinem totodata că 


dim. an = a «e lim dam, a) = 0. 
ma 


Faptul-că a, — a (pentru n — co) se mai interpretează spunind că ter- 
menii ao, ax, aa, ».. constituie aproximaţii succesive ale numărului real a; 
în acest caz, se poate considera formula aproximativă a, & a, cu eroarea 
absolută | a — a, | convergentă către zero. 


Bzemple 
îm 2n +1 a E 
1) Arătăm că lim 22-A = 2, folesină condiţia (2) din teorema 112. Notind 
Sea A 
op a REL avea a a | EL | m Dentru orice «6; 
n+1 n+i n+i 
Fi 


condiţia <e, adică n+1 > Î sau n > —1, are loc pentru orice n>N 
ni e pi 


unde [2-a] a. 


10 Li 102 
2) Arătăm că lim —10— = 4;' notind cm = —10—, avem lea — | = 
ma 100 +1 100 +4 
= —Î—. Deoarece lim —— = 0, avem lim cn = 1. 
0 Fi ma 100 FI fai 


3) Orice şir constant (an)n 30, an = a pentru orice n > 0 este convergent către a. 
Aceasta se verifică direct din definiţia 111. 


4) Şirurile convergente nu sint neapărat monotone; astiel, şirul an = (41) ÎL, 
n 
n 4 este convergent către zero deoarece | ap — 0 |. = ÎL, Y n > 4 şi nu este monoton. 


n 
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5) Avem lim (n + 1) = co; într-adevăr, să aplicăm definiţia 11.1. Orice vecinătate V a 


punctului co conține un interval de forma (a, 0). Alegem N natural astfel încit V+-1 > a 
Atunci pentru orice n > N avem n+1>N41>a,adicăn tie. 


În mod similar, se arată că lim (2n — 1) = oo, lim (—n) = —co, lim (—2n + 1)= = 
na no na 


1.2. Convergenţă şi mărginire 


Demonstrăm acum citeva rezultate importante care arată legătura dintre 
noţiunile de convergenţă şi mărginire a şirurilcr. Mai intii dăm no! 
de subşir. 


DEFINIȚIA 11.3. Fie ss= (a,)a>e un şir de. numere reale. Dacă 
Ko SC Ru C y C ue a C cu. este un şir strict crescător de numere naturale (deci 
ka > n pentru orice n > 0), atunci şirul (an,)uze se numeşte subțire al lui 

Exemplu 

Luind hm = 2n se obţine subşirul (asn)n>o0 al lui s al termenilor de rang par și 


pentru ka = 2n + 1, subşirul (asnu)n>o al termenilor de rang impar. 


Dacă şirul (an)n>o are limita 1 (in R), atunci orice subșir (anno al său are, 
de asemenea, limita L; într-adevăr, în orice vecinătate V a lui / se află toţi 
termenii a, de la un rang N incolo (pentru n > N), deci în V se află şi toţi 
termenii ay, cu n > N, deoarece k, >n > N. 

Din acest fapt se deduce direct că dacă un şir are un subşir divergent sau 
are două subşiruri convergente către limite distincte, atunci acel şir este divergent. 
De exemplu, pentru şirul a, = (—1)%, n >1,subşirul (asu)n>+ converge către 1, 
iar subşirul (aana)n>: converge către —4, deci şirul (a,)na: este divergent, 

Teorema următoare arată că mărginirea vnui şir este o condiţie necesară 
de convergenţă. 


TEOREMA 11.3. Oricp şir convergent de numere realo este mărginit 


„Demonstraţie. Fie a € R şi un şir (a,)»>o convergent către a. Considerăm 
vecinătatea V = (a — 1, a + 1) a punctului a. Toţi termenii şirului (a„)nzo; 
incepind de la un rang , sint situaţi în V, deci toți termenii şirului, inclusiv 
do Gu =. axa Vor fi situaţi într-un interval mărginit 7, care conţine V 
(figura 11.4). Putem lua Z = [c, d], unde e = min (a — 1, ao, ax, =: axa) 
şi d= max (a-+ 1, ao; dus-o aa). 


pr 
Li 


Fig. 11.4 
Remarcăm că dacă lim a, = ce, atunci şirul (ay)nzo este în mod necesar 
na 
nemărginit. Reciproca este în general falsă; de exemplu, şirul a, = (—2), 
n >0este nemărginit, dar nu are limită în E, deoarece azp—+00 şi aan —68. 


a4 


Observaţie. Am văzut că orice şir convergent în R este mărginit. Reciproca este în 

| general falsă; de exemplu, şirul ap = (—4)h, n > 1 este mărginit, dar am văzut că nu 
este convargent. Vom demonstra totuşi că şirurile monotone şi mărginite de numere reale 
sint convergente (teorema lui Weierstrass). De asemenea, vom arăta că orice şir mărginit 
are cel puţin un subșir convergent (lema lui Cesar6). 


1.3. Criterii suficlente de convergență a şirurilor 

Dăm mai intii un criteriu care asigură convergenţa unui şir prin utilizerea 
unor şiruri-tip care converg către zero sau cătfe + co, —c0. 

TEOREMA 11.4. Fie (a,)rzo un şir de numere reale. 

12. Presupunem că 7 este măr real şi că oxistă un şir (duo de 
numere reale pozitive convergent către zero astfel încît ja ,—llsba 
pentru orice n > & (& flind un rang fixat). 

Atunci șirul (as)noe este convergent și lim ap = £. 

2". Ducă (une este un şir astiel încât Jim ua = co şi dacă a, > un 
pontru orice n > E (E fixat), atunci lim am = e 

3*. Dacă (v„)aoe este um şir astfel înett lim va = —0o și a. < v. pentru 

... 
orice n > & (& fixat), atunei lim 
n 


=—“. 


Demonstraţie. 42. Fie e > 0 arbitrar fixat. Deoarece bu —0, există un 
rang IV depinzind de e astfel incit d, < e pentru orice n > N. Dacă n > 
> max (Î, k), atunci [ay —2 | < ba < e şi astfel eate îndeplinită condi 
(2); ca atare, lim a, =. 

ma 


22. Veriticăm condiţia (3). Deoarece u„ — co pentru orice e >0 există 
N = N (e) astiel incit u,„ > e pentru orice n > N. Aşadar, ax >e petru 
orice n > max (N, k), deci a, — co. 

3%. Se procedează similar verificind condiţia (37). 


Luind cazul particular bu = 2, rezultă direct 


COROLARUL 1. Daci ja, —l|<1, Yan >, atunci 
n 
În cazul particular cind = O şi toate numerele a, sînt pozitive, se obţine 


COROLARUL 2. Dacă0 sa, sd, pentru oricen > k(k fiind un 
rang fixat) şi dacă lim d, =0, atunci lim a, =0. 
n-o 


Bzemple 
1) Pentru orice număr real z şirul (zin))n>o al trunchierilor sale succesive este con- 
vergent şi are limita z. Într-adevăr, ştim că |azin) — z| < = pentru orice n > 0 şi 


aplicăm teorema II.4, observind că lim == 10, 
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2) Fie an n>1. Avem jan —0|< -Î, deci lim an = 0. În mod similar, 
n ir, 
sti BERI 2, A za AEON fo 
mo n ct 225 


3) Notăm an =W n —1, n> 4. Evident, an > Oşi 1-+an = 


n, deci n= (î-tan)n 
+ ah, deci n > C2al. Atunci n > Pl 21). aa 


şi, ca atare, n = 4 + Chan+ Cât + 3 


şi cum an Z 0, se deduce inegalitatea an < JE pentru orice n > 2. Aplicind coro- 


n22 care converge către zero, rezultă lim ap 


larul 2 pentru şirul ba = A 


adică lim 
n-o 


4) Orice număr real este limita unui şir de numsre raţionale (respectiv iraționale). 
Într-adevăr, pentru orice întreg n 3 4, în intervalul (>- Aa 2) alegem un 
n 


n 


număr raţional rm (respectiv un număr irațional za). Atunci. ja — zi <A, lana |< A 
a n n 
şi, conform corolarului 4, rezultă ra = z, 2n = 2. 

5 Fle Ce Ro submulțime, infinită, majorată și pi — sup E. Arhi vă există un tr 
de punere din C comvergeni edtre . Înte-adevar, pentru orice întreg n > 1, în intervalul 
(e est își ) exista cel puţin un punct za e C. Aşadar, pu — Î < za & u, deci 

“ n 


lan — ul <A, deci zau. În mod similar, pentru orice mulțimo infinită minorată 
n 


De R există şiruri de puncte din D care converg către int D. 


6) Dacă an—a, ae, atunci lan | |a |; într-adevăr, conform teoremei 1.1, Ms 
avem | lan | — |a||< lan —a| pentru orice n > 0 şi aplicăm teorema II.4.1 


Un alt criteriu suficient de convergenţă, extrem de util, este cuprins în 
următoarea teoremă atribuită lui K. Weierstrass. 

TEOREMA 11.5. a) Qrice şir monoton crescător și mărginit superior 
de numere reale (în R) este convergent, 

b) Orice şir monoton deserescâtor și mărginit inferior în R est 


pnvergent 


Demonstraţie. a) Fie (a„)n>o un şir monoton crescător şi mărginit superior. 
Conform proprietăţii lui Cantor, există numărul real c = sup ay. Pentru 


PS e —] 
a, 4, Qz-- — ce 
Fig. 11.5 


orice e >0 fixat, există un termen ax al şirului astfel încit ay > ce — e. 
Deoarece şirul este monoton crescător, pentru orice n > N avem a, > ay, deci 
e—e San <a, Sce<c-te,deunde —e <a, —c < e,adică la, —c|<e 
pentru orice n > N. Se verifică astfel condiţia (2) şi, ca atare, a, — e. 
b) Se demonstrează similar, arătind că (a„)>o converge către d = int a. 
E n 
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r 


Reţinom că un şir mărginit şi monoton crescător (respectiv descrescător) 
converge către marginea lui superioară (respectiv inferioară). Teorema 11.5 
se: mai enunţă pe scurt astfel: price șir monolon şi mărginit de numere reale 
este cunverpent 


Exemple 


1) Sirul an = 271, ni este mărginit deoarece 0 <a <2 Vn>t şi 
E a 


monoton crescător, deci el este şir convergent. Se verifică imediat că an — 2. 


2 FE A 3 1 - zu AR a: 
2) Sirul an = 1 Akai omu i an 31 este crescător [ueoarece întâi 


LA PI A. PRET i 1 1 
— ———— > 0, deci an > an i mărginit superior ——- entru 
(na ili-3 + i i [ pa A 
1 1 1 1 
orice k> 2, deci asi + (1 —1]+(1—1]+... 
rice k > ans1+ ( : 1) +(3-3 ) + 
Aşadar, el este convergent. Este dificil de calculat lim an cu metodele anterioare. 


LEMĂ E. Cesard, 1859 —1906). Orice şir mi 
are cel puţin um subyir convergent. 


init de numere reale 


Demonstraţie. Fie s = (an)n>0 un şir mărginit şi notăra cu A mulțimea termenilor săi. 
Deoarece A este mulţime mărginită, ea este conținută într-un interval Inchis e = 


= (a, 5]. Considerăm intervalele a, CE2Ț, [2 2, 6]. în cer puţin unul din ele, 
a 3 puţi 


notat 1,, există o infinitate de termeni ai șirului s. Evident, 1(71) = 


2 ca şi fie aie, 


un termen al lui s. Împărțim 7, în două subintervale închise de lungime egală 
( »—a 
anume 


) şi cel puţin unul, notat Za, conţine o infinitate de termeni din s şi, 


ca atare, putem alege ai, e Za cu i, < ia. Repetind procedeul, la pasul k alegem ai, E Ju 
ttel încit ina < in. Notăm Ze = [o Bal, k > 0. Atunci a = ao ay 5. R if 


şi Ba — ap = 72. Așadar, şirurile (an)n0; (Bn)n3o Sint monotone şi mărginite, deci 


convergente, avind accea: 


imită e. Deoarece an < e < Bu şi an < aiy < fn; rezultă 


lay —e 18 Bn — an = b—4 vn>0. Atune 


cf. teoremei 11.4 


*, avem lim aj e. 


Loma lui Gesard este demonstrată. Desigur, un şir mărginit poate să aibă mai multe sub- 
şiruri convergente, 

Pentru fixarea noţiunilor anterioare este utilă o sinteză. 

a) După proprietăţile de mărginire, monotonie şi convergență, şirurile 
se clasifică în: 


şiruri mărginite [exemple: (11) __. (2). (sin no]; 
Fa i Pe: ai 20 FA ne = 


Ngiruri nemărginite [exemple: 20 [2 , 
ET) AND) 
A Ai 1 n: 
„siruri monotone exemple: [e Aa (n2u>o, (—3 ae]; 


şiruri care nu sint monotone [exemple: ((—2)")nz0, (sin n)n>o]; 


a 


[exemple: (2) i o sul ; 


şiruri convergente sau echivalent, cu limita finită 
a divergente. 


Şirurile divergente se impart în şiruri care nu au limită [exemple: ua, 


Fe (Was (sin 22) ]si şiruri avind limita infinită (exemple: (2")n30 
n>L 


2 
(—2")n>0]- 
b) Reţinem, de asemenea, următoarele rezultate: 
şir convergent = şir mărginit (teorema 11.3); 
şir monoton şi mărginit = şir convergent (teorema 11.5). 


EXERCIŢII (capitolul ÎI, $ 1) 
1. Să se arate că şirurile următoare sint convergente călre zero: 


aan = noi d) am =Va Fi Va Fi, n>oi 
b) an = n 30: e) an mol —,n>oi 
an = n > Dan = aa > 
„3 
e) =——. o; 
je a> 
2. Să se arate că lim (+ En; 
ză EI 
lim (2 Drame 1) = o, sar uim EP Pr 
rai (UR a n me (n 
et. Mat 
p ori (p>1 fixa n ori 
Ce se poate spune despre lim (2 re ze 
n—e n n+1 2n, 
an 


8. SA se arate că lim 
m n m n 


c) a =2,n>0; 

d) an =1 + (1, n>0i 

8) apoi FIA: 43 
n 


4 


4 
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î*. Fie (an)nz» un şir de numere reale şi ae; să se exprime cu ajutorul cuantifica- 


torilor logici faptul că şirul (ax)s>o nu converge câtre a. 


n 


n+& 


6. Să se arate că şirul an — „ n 30 este monoton şi mărginit; care esto 


limita lui? 


7. a) Fie au = 1 40002, n 31. Calculaţi as, aa. aa: aa, as; este adevărat că 
mt 


lim an = 0?, 
n 


“a 


b) Bate convergent şirul an 


1 + 


ni, ap 
n 
8. Ce se poate spune despre un şir (au)n>o, în fiecare din cazurile următoare: 
a) există e > 0 real asttel încit | an | < e pentru orice n 2 0? 
b) pentru orice e > 0 și pentru orice n > 0 avem | an | < Liă 
c) pentru orice e > Vexistă N (e) natural astfel incit [am | < e pentru orice n> N (e)? 
9. Folosind teorema II. să se arale că 


= 0, lim 241, lim 
me Fi moni 


o (onervina ca osia, vai. 


mn 


€) lim (na + 1) = 00. 


nea 


10. Folosind teorema 115, să se studieze convergenţa şirurilor: 


îm me ANES ap m Cea au 7%; ama APA Ei ai 
ni EI mă 

11. SA se arate că ducă ay = a în R, atunci 
a) lim (ana — an) = bi 

mie 
D) lim apt) pentru orice aplicaţie bijectivă p :N- N. 
18/88 ăi tigureaai geatigată-gicurilee ap mate, pm Bd, 

Ei Fi 


an + (1 . : i 
= An Fizi”, (ng4) şi să se deinonstraze că aceste şiruri converg către 3. Care 


n 


dintre ere este monoton? 


18. Să se arale că pentru orice număr real a există: 
1%. un şir neconstant care converge câtre a; 


2*, şiruri bn = 0, en-90 astiel încit 22 + a. 
en 


i, . 
14. Să se arate că următoarele şiruri au limita co: (/7)nai» (2n1)n>t ( + =) i 
n nai 


15. Să se dea un exemplu de şir avind limita —co, fâră a fi monolon descrescător. 
16. Să.se arate că orice şir nemărginit de numere reale este divergent. Folosind acest 


fapt, arătaţi că şirurile an = 21, ba = (—2)n, n > 0 sint divergente. 
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4 — Elemente de analiză matematică, cl. a XI-a 


ş Limita une! funcţii într-un punct 


1. Punerea probleme 


În studiul unor funcţii reale, inclusiv. al celor care modelează procese 
fizice, este importantă cunoaşterea comportării acelor funcţii în vecinătatea 
anumitor puncte fixate. Mai. precis, dacă f: D—R(DCR) este o funcţie 
reală de variabilă reală și dacă z € D este „apropiat“ de o valogre «, ce se 
poate spune despre f(z)? de exemplu, dacă un. şir (zp)n>o de puncte din D 
converge către a, ce se poate spune despre convergenţa șirului (f(,))n30? 
La astfel de întrebări se va răspunde în continuare, căutind să precizăm sensul 
afirmației: dacă z se apropie de a, atunci f(z) se apropie de 1. 


Ezemple 
1) Fie funcţia f:R=R, fl) =2+1 
şi punctul «= 2. Într-un sens intuitiv, 
încă neprecizat, se observă că dacă z este 
„apropiat de 2, atunci f(z) = z+1 este 
„apropiat“ de 3; în sens mai precis, se observă 
că dacă zn este un şir convergent către a=2, 
atunci şirul f(zn) = zn + 4 este convergent 
către 3. De asemenea, pentru orice interval 
- V=(3—c, 3++e), e 30, centrat în y=3, 
există o vecinatate U a punctului g = 2 ast- 
fel încit VzeU să rezulte f(z)eY; anume, 
Fig. 1.6 se poate lua U = (2 —e, 2+e) (fig. 11.6). 
2) Considerind funcţia g:R=R, defi- 


== A mită prin 
roate aa= De OA Ra ci: aj 


z+1, dacă z>2 


| şi luind şirul n 


1, noi, care 
n 
converge către 2, şirul g(zu) = 0 converge 
azil către 0; pe de altă parte, Iuind şirul îm = 
x =2+ A, convergent catre 2, şirul g(zn) =, 
n 


, Fig. 11.7 =3+ Î. converge către 3. Alegind vecină- 
n 
tatea V = (2, 4) a punctului 3, pentru orice 
6, x) vecinătate U a lui a — 2, există puncte 
ze U, z<2, pentru care f(2)£V. 
3) Considerăm funcţia f:RN(0)—R, 


a B+ 52 
Ab le 

i punctul z = 0. Pentru orice şir zn—+0 

OȚa- x x zi + 52n 
EZI 


(0,5) 
care nu este definită în 


za 0, avem flzn) = =4+5, 


Fig. U.8 deci f(zn) = 5 (fig. 11.8). 


4) Pentru funcţia f, : RN(—2)—R, fi(z) = 


„o idee asupra comportării şi 


z+2 
în vecinătatea punctului z — —2 se obţine observind tabloul de valori 
ze | _—3 +. _—2401 —2,004 _—2,0004 ... —: su _—1,999 —1,99 —1,98 
fala) | — 100100 10 x * x 10 10 50 
Dacă :z „se apropie“ de —2 prin valori strict mai mici (respectiv mai mari) decit —2, 


atunci valorile lui fu(z) descresc (respectiv cresc). În mod similar, pentru funcţia 
1 


„ se poate alcătui un tablou de valori de forma: 


IRN(—2)—R, E aa ai 
au: RN(—2) ul Tai 

z_|_—3 nu _—2401 _—2,001 _—2,0001 —1,999__—1,99_—1,98 
alz) 4 10 410 10 4 a RN 40 104 2500 


care dă o idee asupra comportării lui g, în vecinătatea punctului —2. 


Fig. 11.9 


5) Considerăm punctul z = 0 şi funcţia /: RR, 
0, dacă z<0 
Ti =9 3 , dacă z=0 
—20, dacă z>0 


alcărei grafic este indicat în figura 11.10. În acest caz, pentru orice şir n —+ 0, n 7 0, 
rezultă că f(zn) = 0. Apoi pentru orice şir za — oo, avem f(zn) = —o0. 


6) Funcţia F:RN(O)=R, f(z) = z sin, 240 are proprietatea că pentru 
z 


orice şir n —+ 0, n 7% 0, avem f(zn) + 0; într-adevăr, |f(zn) | < | zl pentru orice n 
şi aplicăm teorema I1.4, 1%, pentru 1 =— 0, an = f(za), dn = |n |. 

Se observă că în exemplele 1, 2 funcţiile au 
fost detinite în punctul z = 2; în exemplul 3 fune- y 
ţia / nu a fost definită în z = 0, iar în exemplul 4 103] 
funcţiile fu, ga nu au fost definite în punctul 
2 = —2, în vecinătatea căruia ne-am situat. Se mai 
observă că în exemplele 1, 3, 5, 6, dacă z peste 
apropiat“ de punctul a respectiv, atunci f(z) „se 
apropie“ de un punct 1 bine determinat. 


In fiecare din aceste exemple s-au consi- 
derat o funcţie f:D—-R(DCR) şi un Fig. 11.10 
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punct a care poate să nu aparţină lui D dar este punct de acumulare pentru D. 
Remarcăm că în acest caz ezistă şiruri de puncte din DN(a) care converg 
către a; într-adevăr, dacă « € R, atunci pentru orice n > 4 natural, în veci- 


nătatea (+ 3 Amiasiti ) a punctului a se află cel puţin un punct z:€ D, 
3 =] ie : 


2% a, deci [za —a| < şi, ca atare, za —+ a. Dacăa — co, alegem z € D, 
m 


n >n şi za — 00 ete. 
"Trecem acum la definiţia noţiunii de'limită a unei funcţii într-un punct. 


„2.2. Limita unei funcţii într-un punct 


Fixăm o funcţie f: D= R(DCR), a € E un punct de acumulare pentru 
D şi un punct IER. 

DEFINIȚIA 11.4. Se spune că tuncția f limită în 
tul:a, egală cu î, dacă este îndeplinită următoarea condiție 


| pentru orice vecinătate V a lui ? există o vecinătate U a punctului a 
(4) | anttel încât pentru orice zEDNU, z 3 a să rezulte (2) EV (fig. 11.11). 

In acest caz se serie 

lim f(z) =1 sau lim f(2) = 
a xD rai că 

şi se citeşte: limita lui f(z), cind z tinde către a există şi este egală cu /. 

Atenţie! Nu am dat un sens pentru z— a sau f(z) =], luate separat, ci 
numai pentru sintagma (2 —> a => f(z) — 1), echivalentă cu lim f(z) = l. 

» 


Condiţia (4) exprimă faptul că pentru orice z „suficient de apropiat“ de a, 
fiz) este „oricit de apropiat“ de î. Dacă există, limita unei funcţii intr-un 
punct este unică: dacă lim f(z) = 1 şi lim f(z) = V şi dacă prin absurd 1 7 [, 

piei pai 


atunci alegem vecinătăţi disjuncte V şi V” ale punctelor 1, / respectiv și 
există vecinătăţi U și U” ale lui « satisfăcind condiţii de tipul (4). Atunci, 
pentru z € DNUNU', z 7 a, rezultă f(z) E VNV”, ceea ce este absurd. 

Stabilim acum un rezultat important care este și un criteriu practic de 
studiu al existenţei limitei unei funcţii, după care vom analiza citeva exernple. 


+ şi ; 
(3) yu 
7 v 
PR 
! 
”) pre 
1091 -p 
Rea. «8 
rv 


Fig. Ma 
52 


PEOREMA II. 6. Fio(:D—R(DCR) o tuneţie, a € ÎL un pune 
de acumulare pentru D și 1 € Îk. Stut echivalente afirmaţiile: 
(a) limita lim f(z) există şi este egală cu 1 (periteriul cu vecinătăți“); 
(b) pentru orice şir (zu)aze de punete din DN (a) avînd limita « avea 
fiza) = 1 (ueriteriul cu şiruri“). 
Demonstraţie. (a) = (b). Presupunem că există 1 = lim f(z) şi 
na 


ie zu a, 
zu E DNfal, Vn 30. Avem de demonstrat că f(zm) — 1. Pentru aceasta 
folosim definiţia 11.2 și fie V o vecinătate oarecare a punctului. Î. Conform 
ipotezei, există o vecinătate  u lui «astfel incit din faptul că zEDNU, zia 
să rezulte f(z) E V. Deonrece z, —+ a, rezultă că z E U de la un rang N 
incolo; atunci z, E DNU, za 4 a, deci f(zu), € V pentru orice n > N, deci 
fam) = a 

(b) = (a). Facem ipoteza că este indeplinită condiţia (b) şi avem de veri- 
ficat condiția (4). Presupunem, prin reducere la absurd, că această condiţie 
nu este îndeplinită, deci că ar ezista o vecinătate V a punctului 1 astfel încit 
pentru orice vecinătate U a punctului a să existe un punct z€ DNU, 
2 a cu proprietatea că f(z) e V. 

Presupunem mai intii a€R și luăm.U =(a—1, a+ 1], n>1 fiind 

A 
întreg arbitrar. Atunci pentru fiecare. n > 1 există a, EDNU, zf a 
astfel incât f(z,) e V. Deoarece z,€ U, avem |zai— a|<l, deci:zp— a şi 
m 


conform ipotezei (b), rezultă f(,) — 1, ceea ce contrazice faptul că f(z,) e V 
pentru orice n. Am ajuns astfel la o contradicţie. 

Dacă « = co, atunci luăm U = (n, co], n >1 fiind întreg arbitrar şi 
există za E DNU astlel încît f(z,) £ V. Cum zu € U, rezultă z >n, 
YVn > 4, deci z, — co şi conform ipotezei (b) rezultă f(z,) — 1, ceea ce con- 
travine faptului că f(z,)  V pentru orice n. Dacă a = —co se raţionează 
similar considerind U = [—co, —n) ete. 

Observaţie importantă. Pentru studiul existenţei limitei unei funcţii într-un 
punct se foloseşte adeseori condiția (b), care ar putea fi luată ca definiţie. 
Negaţia logică a condiţiei (b) dă un criteriu ca o funcţie f'să nu aibă limita £ 
în punctul &, anume: să existe un şir zu, 2 E DN), n >0 astfel 


înctt şirul (f(za))n3a să nu aibă limita 2. Astfel, dacă se pot construi două girur 
z,— a, za — a.de puncte din DNia) şi dază unul din şirurile (/(z1))n>o 
(fzi))naa nu are limită sau dacii ambele au limite, dar acestea sint distincte, 


atunci funcția f nu aro limită în punctul a. 


Noţiunea introdusă mai sus generalizează noţiunea de limită a unui şir. Fie le R 
direct din definiţie rezultă că un şir (an)n>o are limita 1 dacă şi numai dacă funcţia f : N=R, 
fin) = an are limita £ (în punctul z = co, care este punct de acumulare pentru N). 

Atături de utilitatea şirurilor în procese algoritmice recurente, în legătură cu raţio- 
namentele prin inducţie etc., subliniată în $1, teorema 11.6 arată că studiul limitelor 
de funcţii se poate reduce la studiul şirurilor, acestea din urmă fiind — după cum ştim — 
funcţii definite pe o mulțime cu un singur punct de acumulare 
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Ezemple 
1) Reluăm toate cele 6 exemple de la punctul 2.1. Este evident că lim (2 + 1)= 3, 
E=i 
deoarece pentru orice şir za — 2, 2n £ 2 avem za + 1—+3 şi aplicăm teorema IL.6. 
Apoi tuncţia g din exemplul 2 nu are limită în punctul z = 2, deoarece alegind şirurile 


sia 2; dn3+ 2 n 34, ambele convergente către 2, avem g(zn)—0 şi 


34 +3. Pentru exemplul 3 avem evident lim f(z) = lim -Pt 52 
n -+0 a 2 
(aplicind criteriul cu şiruri). 


dlzn) 


Apoi lim ful) nu există (aeoarece pentru şirurile zp = —2 — ap 
a n 
231 avem faţa) = —n = —c0 şi fulzta) = neo). Dar lim gala) = lim —— = 
n-a salar 2 


= co [soarece pentru orice vecinătate a: punctului co &xistă B,> 0 astfel încit 


(wooleV şi considerăm 1 = (— Si Pa se observă că U este 
vecinătate a punctului z = —2 şi, în plus, Vaze U, 24 —2 avem |z+2|< fi Ss 


(+2 < ra deci 


(z+ 
în exemplul 5 avem lim (2) = 0; într-adevăr, aplicăm definiţia 11.4 şi [ie Vo vecină- 


tate oarecare a originii. Alegem e > 0 astfel încit (—e, e)cY şi fie U= (Ve). 

Dacă z EU, z 4 0, atunci f(z) = 0, dacă z < 0 şi f(z) = —a%, dacă 2 > 0, deci în orice 

caz [(z) e (—e,e), adică [(z) e V. Se poate remarca aici că /(0) = 3, deci limita lim /(2) 
x 


0. 


există şi diteră de [(0). În fine, în exemplul 6 am probat deja că lim z sin 
3-0 a 
La aceste exemple adăugăm alte trei exemple simple. 
2) Orice funcţie constantă f: DR cu valoarea c are limită în orice punct a de 
acumulare pentru D și lim f(z) = e. 
Esi 


1) Este evident că lim z = a (adică lim în (7) = a). Apoi, lim z* = a* (deoarece 
sa sa a 
dacă zn= a, atunci a — a). 

1) Funcţia [:R—R, f(z) = sin z nu are limită în punctul co deoarece şiriirile 


n=nm, Tm = E + înm n 51 au limita oo (n > n şi 2 > n Pentru orice intreg 


131), aar fa?) = sin m = sin nr = 0, f(770) = sin 2a = sin (5 + an) = 1, deci 
rm) 0, fra) > t. 


în mod similar, arătăm că funcţia g:RN(0)=R, ala) = sin-L nu are limilă 


în punctul z=0; anume alegem şirurile Zm= Î- şi 2 
nn 


„n>1 care con- 


2. + 2nx 
2 


verg către zero şi toluşi f(z'n) sin nx— 0, [(z”) 
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A . 
Subliniom un fapt important. Se poate arăta că în cazul cind « € R, 
1e.B, afirmaţiile (a), (b) din teorema 11.6 sint echivalente cu următoarea: 


pentru orice e >0 ezistă 3 >0 depinzind de e astfel încit din faptul 
(e) cd zEDN(a) şi |z—a|<ă să rezulte |f(z) —2 | <e (criteriul 
e — 3). 

2.3. Limite laterale 


Indicăm acum un nou criteriu care asigură existenţa limitei unei funcţii 
intr-un punct, adeseori utilizat. 

Fie f:D—R (DCR), a un punct de acumulare pentru mulțimea 
D,= Dh(—ee, a)=(zED |z <a) şi IER. Se spune că funcţia f are limită 
(sau există limita lui [) la stinga la punctul z — a, egală cu lu dacă 
restricţia lui f la D, are limită în punctul z = a, conform definiţiei 11.4. Se 
scrie atunci : 


lim f(z) = 1, sau simbolic f(a —0) 


ma, x<a 
Aceasta revine la faptul că pentru orice vecinătate V a punctului 1, există 
o vecinătate U a lui a, astfel incit z E DNU, z<a=f(0) EV. 

In mod similar se defineşte limita la dreapta a lui f în punctul «, 
1=_lim fi), (a), notată simbolic (+0). Uneori se notează l,— lim [(2) 
ma aa =ta 
și la — lim [(2). Se extinde diroot teorema 1.6 pentru limitele laterale 

a 


Fi 
(adică la stinga, respectiv la dreapta), folosind şiruri zp—a, 2 <a 
(respectiv za— a Za > a). 

TEOREMA U.7.Pief:D— Ro funcţie şi a € R un punct de ncumu- 
lare pentru D cu proprietatea că tuneția f are limite laterale în punctul 2 = « 
(adică există f(a — 0) şi f(a + 0). Atunel afirmaţiile următoare sint echiva- 
Monte: 

”. tuneția f aro limită în punctul z=a; 
[ta — 6) = [la +0). 
În meeste condiţii este adevărată următoarea dublă egalitate 


lim f(z) = [a —0) = fa +0). 


Demonstraţie. 4% => 2. Dacă există ! — lim f(2), atunci este evident că 
= 


(le = 0) 1 şi fa -F0) = 1, deci fa —0) = fa +0) =. 
20 = 4%. Presupunem că f(a — 0) = f(a-+-0) şi notăm cu 1 valoarea 
comună. Arătăm că limita lim /(z) există şi este egală cu 1. Fie V o vecină- 


tate oarecare a lui £. Atunci există vecinătăți U,, Uz ale lui a, astfel încît 
pentru orice u€cU,ND, n <a să avem f(u) EV şi pentru orice ve U4ND, 
v > a să avem f(0) EV. Considerăm vecinătatea U = U,NUa punctului a. 
Pentru orice zEUND, za avem fie z<a, zEU,, deci f(z)EV, fie 
z > a, z EU, şi din nou f(2)EV. Aşadar, am probat îndeplinirea condiţiei 
(4) şi, ca atare, lim f(z) =. 

/ 
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Eemple 

4) 'Treapta unitate are în origine limită la stinga, egală cu 0 și limită la dreapta, 
egală cu 1. 

2) Considerăm funcţia f:R—R, f(z) = [2]. Ea are limită în “orice, punct. a £ Z, 
egală cu [a], iar în puncteli «e Z are limite laterale neegale (fig. 11.12); anume 
fla—0)=a— şi fla+0)=a. 


Fig. 1.42 Fig. 11.48 


3) Funcţia f:(0, c0)-—+R, f(z) = 2 are limită la dreapta, egală cu 0 în punctul 
z = 0 (şi nu are sens problema existenţei limitei la stinga în acel punct). 
4) Funcţia g:R—R definită prin 
o „ dacă zst 


p az) = 4 în daca > (fig. 11.43) 


a 
are limită la stinga în punctul z = 1 şi anume g(1 — 0) = 0, dar nu are limită finită la 
1 


dreapta în acest punct; anume avem g(1 + 0) = lim g(z) = lim 
za sai 


a 
x>i => 
5) Iată un exemplu din fizică. Se consideră o cantitate de apă şi se notează cu V(/) 
volumul ei la temperatura t, Atunci limita la stinga V(0 — 0) este volumul aceleiaşi canti- 
tăţi de gheaţă la 0%, iarlii la dreapta V(0 + 0) este volumul cantităţii de apă lichidă 
1a 0*, Din considerente fizice, se știe că 


V(0 + 0) < (o — 0) (fig. 11.14) 


(acesta este un motiv pentru care se întimplă accidente 
la înghețarea apei în conducte!). 

În general, dacă o funcţie f:D—R (DCR) admile 
limite laterale într-un punct « (care este punct de acu- 
mulare pentru D), atunci se poate defini saltul funcţiei f 
în punctul a. Acesta este numărul real 


Sta = fla + 0) —fla—0), 
Fig. Mas adică diferenţa între limita la dreapta şi limita la stinga 
ale lui f în punctul «. 
De exemplu, în cazul funcţiei f(z) = z saltul este nul în orice punct din R; saltul 
funcţiei /(z) = [2] este egal cu zero în orice punct « e RNZ şi este egal cu 1 în orice punct 


a e Z. Se observă că în exemplul din fizică, dat anterior, saltul lui V în origine este 
negativ. 


56 


EXERCIŢII (capitolul II. $2) 
1. Să se arate că funcţiile f:R— R următoare au limită în orice punct «e R: 
a) [id =z+5: b) flo) = zi c) fl) = +5. 

2. Să se determine punctele unde funcţia f:RN(1)—+R, /(z) = 


4 
mu are 
—2 


limită, Aceeaşi problemă pentru f:RN(0, 2)—R, f(z) = LL, 


a — 22 
8. Să se arate că limitele următoare există şi au valorile indicate: 
a) lim aa) £) aia, 25, 
ia ati 8 mi 2 F3 


_ aplicind definiţia 11.4. 


4. Să se arate că funcţiile f, g:RN(0)—R, flz) = 


Seti, ata) 
2 


za +4 
= 


nu au limită în punctul m=0, dar f—g, + + au limită în acest punct. 
Lă 


5. Să se arate, folosind definiţia 11.4, că 


1 ; 
= cz iti 


b) tuncţia f:BRNU)=R, f(2)= 
6. Să se schițeze graticele tuncţiiloe fu h:R-— R definite prin 


22 +1, dacă zs 1 
-2 342 
fe) mas Alo) = 3 4, Mo) = Şi fericit dacă z>1 


a nu are limită în punctul z=4, 


şi să se determine punctele unde aceste funcţii nu au limită. 


a 


7. Sa se traseze graticele funcţiilor f :RN(1)—R, f(z) = 


» pi RMO) Ra 
a—1 


lz] 


ata) = 12| şi n :RN40, 1) R, bla) = Fl)" a(z). Care din aceste funcţii nu au limită 
z 


în punctele a = 0 şi a= 17 


8. Să se calculeze limitele laterale ale funcţiilor f: D= R următoare în punctele 


indicate (D fiind domeniul maxim de definiţie): 


a) fim =z+lzla=0 b) fi) =samn a a=0; 
o) fim Etiel, « ana = A AREA Aţi, aia di, 
ZII: 


22, dacă z>1 
a 


CIAD | eee Fa E AA, 


+2, dacă z>7 

9. Pentru ce k real funcţia /: RR, 
ta (= Kz, dacă z<1 
z —2 „dacă z>ti 


n na=f 


are limită în punctul z = 17 Aceeaşi problemă pentru funcţia f: RR, 


fils te dacă 2<0, m a=0. 


z —2 , dacă z>0 
10. Sa se calculeze saltul funcţiilor: / : R > R urmatoare în punctele indicate: 


22 —1, dacă z<2 
az , dacă z>2 
—2 , dacă z<1 
KE 2, dacă z>1 


„ (k parametru real), în a = 1. 
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$ 3. Operații cu şiruri convergen:e 


Pentru studiul operaţiilor cu limite de funcţii incepem cu cazul particu- 
lar al şirurilor. Fie (d,)n>0; (Pu)n>o, două şiruri de numere reale. Se pot atunci 
considera alte şiruri definite cu ajutorul lor; de exemplu, (a + br)n>o 
(2am)nz0 (an -+ 5bn)n30; (anbn)n3o ete. Ce se poate spune despre convergenţa 
acestora dacă şirurile iniţiale sint convergente? Răspunsul la o astfel de 
întvebare este util, de exemplu, în reducerea studiului şirurilor la anumite 


2n +1 1 1 
ri ziua za 


şiruri-tip; astfel, pentru şirul ca 


v 


EA 


„n > 1, avem cu 


iar pentru şirul du = „n >14, avem da= Vi + 4-A pentru 
r; 


orice n > 1. 
Vom folosi următoarea propozii 


ie pregătitoare. __+ 


LEMĂ. Dacă (u,)nzo, le.) 
atunei pentru orice a, p € R uvei 


sint două şiruri convergente câtre zero, 


[+ Bia —0. 


Demonstraţie. Putem presupune a 4 0 şi B 4 0, celelalte cazuri fiind 
imediate. Verificăm condiţia (2) şi fie e >0 arbitrar fixat, Conform ipotezei, 


există Wa, Na astfel incit | un | <a *__ pentru orice n >N, şi |v | <a 


lal 2161 
pentru orice n > Na Fie W = max (Nu, Na): Atunci pentru orice n > N, 
avem | unt Bon | < lau | Boa = lale lua FIBl- lol < + g=e 


deci lim (au, ++ Bu) = 0. 
iri 


TEOREMA II1.8. Presupunem că şirurile (auz. (bun Sint 
convergente. Atunei şirurile (a, + bune, (asbu)nzo Sint convergente și, în plus, 
(5) lim (au + b,) = liman + lim b 


(6) lim (a,b) = (im a) 5.) 

Demonstraţie. Fie a„— a, bi —b, deci şirurile un = la —al|, 
Un = |bn —b |, n 30 converg către zero. Avem, pentru orice n > 0, 
Ian + 82) — (a + dl = tan — a) + bn —d)ls lan —al+Ibh—bl= 


= um + wm: Conform lemei, ave un + 2, — 0. Aplicind teorema I1.4,4%, 
rezultă că lim (ap + ba) = a + b, adică relaţia (5). 


Şirul (bun este mărginit (fiind convergent), deci există JM >0 astfel 
încât |b, | < M, Vn > 0. Din relaţia am, — ab = (an — au + alb — d), 
rezultă ama — ab | Sem unde ca =M-las—al+lal:lb—bl= 
= Mun + la lim pentru orice n > 0. Conform lemei, avem cu —0 şi, 
aplicind teorema 11.4, 4%, rezultă că lim aud, = ab. 
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COROLAR. 18. Dacă d CRşi -a, a B, atunci das — da, în 


particular, dir a.) 


Dacă şirurile (a,) bu) sint converg 


atunei şirul 


este converpent și lim ( ba) = lim aa — lim 


Demonstraţie. 1%. Şirul constant b, = 1, n > 0 este convergent către A 


şi, aplicind relaţia (6), avem Aa„— Aa. Pentru A = —1 rezultă —a„— —a 
20. lim (a — d) = lim [an + (001 = lim aa + lim (—b) = lim a — 
ri Sati ra ie pri 
— lim ba: 
me 


Pe scurt, dar mai puţin riguros, teorema 11.8 și corolarul precedent se exprimă 
spunind că limita sumei (diferenţei, produsului) de şiruri convergente este 
egală cu suma (respectiv diferenţa, produsul) limitelor, iar constantele pot fi 
„scoase! în afara limitei. 

"Trebuie observat că lema și relaţiile (5), (6) din teorema 11.8 au loc 
pentru orice număr fixat k(k > 2) de şiruri convergente, considerind în lema 
corespunzătoare rangul N = max (Vu --: Na). Aceasta nu este posibilă dacă 


numărul şirurilor &reşte indefinit; de exemplu, deşi lim —0, totuşi limita 
mn 


lim (= cae 2) nu este nulă, ci este evident egală cu 1. 
n 


n=ce 


nori 


TEOREMA 11.9. Pieta (oda două şiruri de numere reale 
15, Presup ap — co şi bb, BE R. Atunci lin ) 


Presupunem că a o și BB ER. Atunei lin , 


Dara o, bu — ce, atunci lim ( h.) şi lin 
Dată o, b 2, atunci lim (a şi lim ( 
Dacă o, ba >, atunci lim a,b 
Demonstraţie 1%. Presupunem ap — ce, by — d şi fie e >0 arbitrar fixat. 
Aplicăm teorema 11.2. Există un rang V,, astfel încit am >2e — b pentru 
orice n > W, şi un rang Na, astfel încit b—e < by <b+-e pentru orice 


n > Na. Atunci pentru orice n > max (Nu, Va), avem aa + ba >(2e — 
— 5) + (b—e) = e, deci lim (aa + Ba) = ce. 
no 
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Presupunem acum că b >0. Atunci pentru orice e >0 avem ay > şi 


we E ş %) de la un rang incolo, deci aub > „2 = e, adică lim aubu = 00; 


2 mea 
dacă b <0, atunci —b >0 şi —b,— —b, deci, conform cazului precedent, 
lim (—amba) = lim a„(—b,) = ce, ude unde, lim (a,b, ) ă 
Baii eh arzae 


—se. 
Afirmația 2 se probează similar. Demonstrăm 3*: fie e >0 arbitrar fixat. 


Atunci da > B>3 de In un rang încolo, deci cut by, >e de la un 


Vi, bu >Ve de ln 


rang incolo, deci dy + bu — co. În mod analog, a, 2 
un rang încolo, deci ajbu > e adică auby = se. 
Celelalte afirmaţii se demonstrează în mod similar. 


Observaţie. Afirmațiile din teorema 11.0 se seriu simbolic respectiv astfel: 
dacă b >0 
1%, coţ+-b=ec0, co:b Sa A E 
A Ş —e0, dacii b < 0 
—c0, ducă b =0 


co, dacă b=0 


(=e0):b 


co:co = co 
4%. —00 — co = —c0, (—ca)-(—c0) = co 
50, co-(—00) = —c0, 


Nu se atribuie nici wn sens pentru co + (—co), co:0, considerate cuzuri 
exceptate. Remarcăm, de asemeneu, că —(—e0) = co, în sensul că un şir 
(am)nao are limita —co dacă și pumai dacă şirul (-a„)uzo are limita co. 

TEOREMA 1i.10. Fie (6)uoo un şir de numere reale. 

1*.. Dacă (bu)azo este un pir convergent către numărul real d şi 40, 
atunci numerele 5, sînt nenule începînd de la un anumit rang k şi girul 


& S 7 E a 
(la converer către --» săleă lim p- = aa 


2%. Dacă d, — co (sau dacă d, — —co), atunei î 0. 
3”. Presupunem că d, —0. Dacă d, >0 (respectiv ba 0) de la un 
anumit rang, atunci Fă — ee (respectiv Fa - —e9)- 


Dj 


Demonstrație. 4*. Presupunem b > 0 (cazi) b — D se tratează similar) şi alegem 0 
vecinătate V = (b—e, b+e) a lui b, care nu conţine originea, Deoarece ba — b, toţi 
termenii dp vor fi situaţi în V d 1» in rang k încolo şi, în particular, bn >b—e>0 
pentru orice n > k. Atunci pentru orice n > h, 

Limba 4, 
IZa II O w=e)-u 


mb] 


şi, cum ba = d, va rezulta Pa -B aplicind teorema 11.4, 1*, 
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2* Presupunem că bn — co şi fie e > 0 arbitrar fixat. Atunci există un rang N astfel 


încât ba > pentru orice n > N. În particular, în >0 şi 0< + < e pentru orice 
= m 


n>N, deci Î- + 0. Apoi, dacă bn —+ —c6, atunci — bn — co şi =0, deci Î--0, 
Li a a Li 
3» Presupunem că ba = 0 şi ba > 0 pentru orice n > k. Atunci pentru orice e > 0 
există N asttel incit V n > max (N, 4) să avem 0< ba <-L, deci - > e şi, ca atare, 
? e A 
E = co. în fine, dacă bn +0 şi bn <0 (pentru n k) atunci — bn —=0 şi —bn >0 
n 


pentru n > k, deci 


COROLAR. Dacă (ai şi (Pu)nab sînt şiruri convergente şi dacă 
este convergent și, în plus, 


lim d % 0, atunei şirul, 2) 
n-o bn]n>a 


(2 


Demonstraţie. Avem 
em pie. Avem î» 


şi teorema 11.10, 4%. 
Observaţie. Afirmațiile 2%, 3* din teorema 11.10 se scriu simbolic astfel: 


dar sensul corect al acestora este cel dat în enunţul teoremei. 
Nu se detinesc a, mo —c0, %., şi 0-0, numite cazuri exceptate (sau „nedetermi- 
E 


nări“). Un motiv pentru care expresiei E nu i se poate atribui un sens este urmă- 


torul: dacă an —+ 0 şi ba —+ 0, atunci nu se poate trage nici o concluzie privind limita 


raportului 2, Astfel, penru an =, n= 2 (131) avem în +; pentru an = 
îm n n > 
=. în= A (n > 4) avem 22 —s co, în fine, pentru ap= (ZU 
n na în 


n 


„îm = (n 31) aveni, 
m 


de asemenea, an = 0, bn— 0 şi raportul î = 
n 
spre deosebire de cazurile anterioare, nu putem avea nici o concluzie generală. 


—1)n nu are limită. Aceasta arată că, 


Expresia a imbolizează orice raport fa a două şiruri care converg către zero. 


În mod analog, co — co simbolizează diferenţa an — bn a două şiruri an — 00, bn —+ 00. și 
se consideră caz exceptat, deoarece dacă ap — co şi bn —> co nu putem trage nici o con- 


cluzie referitor la limita diferenţei an—bn. De exemplu, lim (2n—n)=c0, lim (n—2n)= 
ne n 
= —00, lim [(n +2) — n] = 2 ete. O discuţie similară are loc pentru %- și pentru 0-0. 
ne o 
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Esemple 
dai i: Li 1 I 2 1 : 
1) Calculăm limita L = lim (2 + )- Notăm an= 2, bn= n 34 şi obser- 
n-o În n n ne 


văm că an = 0, bn = 0. Atunci şirul (an + bani este convergent şi = lim (an + bn) = 


= lim an +lim bn =04+0=0. 


2) Studiem existența limitei şirului aa= n > 0. EI este evident mărginit 


Vrei 


(0 < an <1, pentru orice n > 0) şi monoton crescător, deci este convergent. Fie 1 = lim am. 
h na 


Deoarece an > 0 şi [= sup an, rezultă 130, Avem ai — şi lim aă 
n mA mo 


1, deci 


(lim an)' = 1, E=1, de unde [= 1 (deoarece 130). 
ne 


8) Avem lim (n?42n) = co, aplicind teorema 11.9,3*. De asemenea, lim (n? — 2n) = co 
na na 


dar aici justificarea este diferita: avem n? — 2n = (a Be a) = anba. unde an = ni, 
n 


ba — 2, nt, Deoarece ap co, ba — 1, atunci, aplicind teorema 11.9, 1%, rezultă 
n 


anbn —+ co, adică lim (n? — 2n) = co. 


Tn mod similar, aplicind teorema 11.9, punctele 4* şi 2*, rezultă lim (— n? = 2n) = —ao 
şi lim (—n* + 2n) = —00. De asemenea, se poate folosi faptul că. dacă un şir (anno 
arc limită, atunci (—an)nae are limită şi im l-am) = — tim an. 

1) Aplicind teorema IL.10, 2, rezultă a d; tije 
lim —o, 


Stabilim un alt rezultat important, care se envnţă, pe scurt, spunind că 
pinogalitățile se păstrează prin trecere la limită“, 


TEOREMA IL.11. Dacă (au)uo Și (banze Sînt şiruri de numere 
reale avind limită și dacă a, s d, pentru oriceon > W (N Mind un număr 
natural fixat), atunei 


(8) 


a < lim bu. 

Demonstraţie. Fie a, — a, bu —b (in R). Avem de arătat că a < b. Daci 
prin absurd, am avea b < a, atunci este uşor de văzut că există vecinătăţi 
disjuncte V,, Va ale punctelor b și respectiv a, astfel încit z < y pentru orice 
z E Vu y E Va (fig. 11.15). Deoarece bp — b, termenii şirului (bu)n>o sint 
situaţi în V, de la un rang N, incolo şi, similar, a, E Va pentru oricen > Na, 
cu Na convenabil. Notăm M = max (N, N, Na). Dacă n > M, atunci rezultă 
n > N n > Na, deci aa € Va şi bu E Vu, deci bn <au. Pe de altă parte, 
deoarece n > M, rezultă n > N, deci a, < b, şi se ajunge la o contradicţie. 
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Fig. 11.45 


Observaţie. Dacă în enunţul teoremei 11.11 se presupune an < bn pentru orice n > N, 
atunci la limită se obţine tot inegălitatea (8), nestrictă şi nu o inegalitate strictă 


(ae exemplu, avem A. < 2 pentru orice n 34 și totuşi lim AL = lim 2-)- 
nn ai maia 


TEOREMA WI. 
(eu)aza Sint trei şiruri de nu 


Y (N fiind un rang fixat). Ducă a, — cul, atunei şirul (buza are 
dă cu 


(ma eleştelui“) 
e astfel în [ cu pentru orice 


re r 


limită și ureasta este 
Demonstraţie. Presupunem că 1 £ R. Conform ipotezei 0 s bu — aus 
< en — am: Dar şirul (eu — au)nzo este convergent, confurm corolarului 


teoremei 11.8, şi, în plus, lim (ca — au) = lim cu — lim ag =2—1=0. Apli- 
„n sară par) 


cind corolarul 2 al teoremei 11.4, rezultă lim (bu — a4) = 0, deci şirul 


mo 
bn = (bn — dn) + an converge către 0 + [= 
Dacă 1 = ce, atunci din faptul că a, — co, rezultă că b, -—+ co şi dacă 


Ll= —o0, atunci din faptul că e —+ —c0 şi bn S cn, rezultă că b„ — —co. 


On s ba * Cn 
N ' F 
i 
i 

Fig. IL.46 


EXERCIŢII (capitolul 11, $ 
„ Să se arate că pentru an = a, bn —b (a, b eR), avem 
an + bn „ab 
2 2 
2. Fie (an)n30, (bn)n>0,două şiruri de numere, primul fiind convergent către zero 
şi al doilea fiind mărginit. Să 'se arate că şirul (anbn)n>o este convergent către zero. 
3. Să se arate că dacă (an)no este un şir convergent către un număr nenul, atunci 
an 


şi arii. 


lim 
mo dn 


existe şi să ie diferită de 1. 


= 1. Sa se dea un exemplu de şir (an)n>o asttel încit limita lim AL să 
rea dn 


2n2 


7n — 40 
5n2 +1 


an = 2, bn— 5 asttel încit cn = rai pentru orice n > 1 şi apoi să se calculeze lim cp. 
n me 
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n>1. Să se determi 


4. Se consideră şirul cn = două şiruri 


5. Să se calculeze limitele de şiruri: 


a) lim op aa: EEE 00, sn ata Pg ay iam, (E A be Ale, 
mo 200 + 7 m-a 2m0 + mec mă 4 ma n: 
6. Să se arate că vp>1, lim P/I p 2 pm =. 


7. Să se arate că pentru orice / e E există şiruri: 


19. an 2.0, bn=0, astfel încit în — 2. 


20. an 00, bn = ao, astfel încit aa — bal. 
30. an = 6, bn—oc0, astfel încit anba 1. 


$ 4. Calculul limitelor de şiruri 


In ucest paragraf vor fi studiate citeva şiruri mai des întilnite şi va fi 
dată noţiunea de serie, care este atrins legală de cea de şir. O atenţie deose- 
bită va fi acordată introducerii numărului e, precum şi sublinierii nor aspecte 
algoritmice. 


4.1. Citeva şiruri-tip 


a) Şirul (q")no. Fie gun număr real fixat şi au — 4", Vn E N. Dacă 
q = 4, atunci a, — 1, iar dacă 9 >1, atunci p = 14 b(b >0)şi 9” (4+ 
+ 8)" 3 14+ nb, deci au — co. Dacă qs —1, atunci şirul este divergent, 


În sfirşit, dacă —1 <q <1, notăm ec, = lg, n >0. Acest este atunci 
mărginit (0 < cu < 1) şi, fiind monoton descrescător, el este convergent. 
Notăm 2 = lim ey; din relația cui = |q lea se obţine, lu limită, = lg lb 


n-o 
deci 1=0, 
In concluzie, am demonstrat următoarea 
TEOREMA IL. 13. Birul (9")nam este convergent dacă şi numai dacă 
1 q 1. În plus, 


0; dacă <g<i 
9) . m q" = 
(9 [a A pe dacă g= î. 


(Această limită este egală cu -+-co, dacă g > 1 şi nu există în cazul q < —1.) 
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Exemple 
i 1 îm [80 i pn 

1) lim (-— 0, lim [-—] =—o0, lim (— 

Main (3) e?) no (3 n (4) 


2) lim (—3)" nu există; apoi lim 1,00001% = co şi 
me neo 


im 0,99999n = 0. 


v) Şirul (P(n))nzo cu P funcţie reală polinomială. 

Presupunem că P : R— R este o funcţie polinomială de grad k > 1, cu 
coeficienţi reali, P(2) = apt + agati + «uk apa + ar do 7 0. 

Se poate considera atunci şirul 


P(n) = ao + ast + «e apun + am n > 0. 
Evident, pentru orice n > 1, avem P(n) = m: e, unde 


Sz a ana 4 3 
De-a 
Conform teoremelor 11.8—11.10, avem cu — ao, deci 
co, dacă a, >0 
F PE 
a FOR) e IDR aice a dacă a, <0. 
Pe de altă parte, se observă că 


co, dacă a >0 


i e 
Li a ta —00, dacă ap <0. 


Aşadar, limita lim P(n) este egală cu limita termenului de grad mazim, ao, 
rz= 
al lui P(n) şi este -+eo sau —00, după cum coeficientul ag este pozitiv, 
sau negativ. Am presupus P de grad cel puţin 1. Dacă P este de grad O, adică 
o constantă k, “atunci lim P(n) = k. 
aere 
Ezemple 
1) lim (n* — 100 000n) = co, lim (—n0 + 10%*:n) = lim (—n%) = —co; 
i oră td 


2) im [ln -4- 12 — (n — 1012 0, lim [(n + 1 — 2 — 2m] = 4. 
no m-ai 


e) Şirul (3 a) .., eu P Q funeții rate. polinomiale. Se consideră două 
funcţii polinomiale P, Q : R— R, definite prin 
P(2) = ao + ag ++ eee apa + ai ao 70, k> 1 
Q(2) = Boat ke Bai beu F Boa + dm bo 0, m >. 
Fie N un număr natural mai mare decit orice rădăcină reală a lui Q. 
Atunci, pentru orice n >, avem 


i [as 4-23 an 
Pin) _ mi (ao e RI 


Crai nm(2a + 2 Frege 


2m 


mm, 
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5 — Elemente de analiză matematică, cl. a XI-a 


Dacă & — m, atunci, deoarece cele două paranteze tind către ae și respectiv 
bo pentru n — co rezultă 

lim Pl = 

na Qln) bo 

Dacă k < m, atunci 


(raportul coeficienţilor termenilor de grad maxim): 


Pi) — A 
Qin) nm 


Dacă k > m, atunci 


Pin) _ ppm 
rii dlă 


Aşadar, am demonstrat următoarea 


PROREMA LI. 14. b 
atunei 


a P, Q sînt tuneţii polinoi iale ca mal sus, 


0, dacă pr P <a Q 
co, dacă pr P >gr Q si ae >0 


E 
(40) sim 20) = 4 —0o, dacă gr P ar O și ah <0 
ra „dară gr P=gr Q- 
Exemple ab. 
mi LI 5n2 — 100 Pi m—n! 
-—. Vi ——_ > 1 1 
A ap 53 A anni — 72 Mm Fa + 10 
2y1im —P—=0, lim (map (ni oi tim (tie ze = 6, 
DA FI me m n m 


42. Şiruri definite prin recurenţă 


Ptnă acum am considerat șimari pentru care termenul general a, fost indicat, explicit. 
pistă Cf io "sare este îndicătă doar posibilitatea de a calcula, pentru fiecare n, termenul 
de rang n, în funcție de te indicată i erioR. Mai precis, presupunern că pentru un şir (an)nao 
ii anteriori: picat) şi, în plus, am esto exprimat în funcţie de 

an_x, pentru orice n Z k. În acest caz, se spune că 

şirul (an, este definit raiuiveaă eul k termeni (recurrere=a se întoarce, lat.). Cazurile 
(anln?o finite îtnt f = 4 și k == 2. Pentru unele calcule făcute cu ajutorul calcula: 


cele 
tele „ul girurile” definite prin recurenţă prezintă avantaje nete. 


Exemple 

1) O progresie aritmetică cu primul lermen aa vaţia n este un şir (an)uza definit 
prin tecutență cu un, termen_prin relația, an ani im vn>2. Se stie, dar se 
rin retrează şi direct, că an = aa + (n — î)r> Yn 2 | 

1n mod similar, progresia geometrică cu primul termen di i aţa q este şirul (an)uz4 
aetini!, prin recurenţă cu un termen prin relaţia ap — n-a * + Vin 32 la, a fiind date); 
în acest caz, an = a" Pi, n >: 
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=) Dăm un exemplu foarte important de şir detinit prin recurenţă cu doi termeni, 

anume şirul (/a)n3o al lui L. Fibonacci (1170—41240), dat prin 
fo = 1 fi = 4» În = [n-a + În-a Pentru orice n > 2, . 

Așadar, fo =1, fi=1, fa fifa = 2 fa fata = 3 fa = 5 ete. Pentru a 
obţine o altă exprimare a lui fu se poate proceda asttel: se caută numere reale a, 6, u, 
vlu Z 2) asttel incit 

În = aa + Bin, pentru orice intreg n > 0 
(adică, scriind fa ca suma termenilor generali a două progresii geometrice). Condiţia 
În = Îna + fn-a devine aut -+- Bun =— uni -+- Bun - una -- Buna, adică aun-a(ut — 
— u > 1) + Bun-aţut — w — 1) = 0, Vn > 2. Se observă că această condiţie este îndepli- 
1+V5 

E) 


milă dacă u, v sint rădăcinile ecuaţiei z2 — z — 1 = 0, de exemplu u = 


1—V/3, 


v= 


Atunci fa = «(1-+73) EI (Ea „Vn>2 şi rămine să determinăm 
a, B ca această relaţie să aibă loc pentru n = 0, n = 1, folosind condiţiile fa = 1, fi = 4. 


1 


Se obţin «= şi, în final, 


n AEZ (PT), vea 


Bvident, lim fa = Foo. 
ne 


3) Ideea de recurenţă este legată de cea de algoritm ca procedeu efectiv de calcul pas 
cu pas și este utilizată sistematic în programarea pe calculator. Dim un exemplu de calcul 
al rădăcinii dintr-un număr, printr-o relaţie de recurenţă neliniară. 

Fie a > 0 un număr real fixat și (za)nzo şirul definit prin relaţia de recurenţă 


a 


căi + (ana Ai B Vn>1 (a > 0 fiind presupus cunoscut). 


n-a 


Este evident că za > 0, pentru orice n > 1. Apoi, 23 —a > 0, pentru orice n > 1, deoarece 
2 

aa (ama te] ao (mm te 

D 2na Di ana 


> 0; de aici se deduce că şirul 


(en)nai este monoton descrescător, deoarece zip — za = E (2 + =) pa 
za 


= A (a — 2) < o, pentru orice n > 1. Aşadar, şirul (zn)n>0 este monoton şi mărginit 
d pe şi 
n 


şi, ca atare, există L = lim zn. Deoarece zn > 0 şi 24 > a, rezullă 1 > 0. Din relaţia 
ne 


iniţială de recurenţă, se obţine 


=Va, deci m=Va 


= (+ „adică E = a 
2 Lă 
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De exemplu, pentru calculul aproximativ al Ini Vă se poate considera algoritmul 


detinit prin za = 1 şi 2n = A (na E 2): n>2. În acest caz, 
Zn 


j= Fă 2 444167; za 14142 ele. şi 


deja după trei pași se obține valoarea lui Vă cu trei zecimale exacte. 


4.3, Serii de numere reale 


Dacă q este un număr real şi g 7 4, atunci 


ah 
[E3) Agrar 1 
aşa cum se verifică imediat prin inducţie după n. 

Dacă (anni este o progresie geometrică, avind primul termen ai şi 
vaţia q 4 1 şi dacă se notează cu s„ suma primilor n termeni ai acestei pro- 
gresii, atunci 


SS atat ast tan = at aa + ag? + «e: ka = 


= aug + qi) = a, aplicind (11). 


n cazul cind q = 1, avem su = na: A 
Dacă —4 <q <1, atunci q* —+0 (of. teoremei 11.13) și, ca atare, 
Ga 


lim sm: qi 


Această relaţie se mai scrie sugestiv 


aa 


aaFastast -.. = 


(pentru —1 <g9=<1). 


Ei 


Situaţia descrisă mai sus se generalizează în modul următor. 
Considerăm un şir (ax)n>o de numere reale. Atunci se poate defini un nou 


ir (Sm)nao Punind sn dot at ---"t am numit şirul sumelor parțiale 
asociat şirului (am)n>0- 


Aşadar, 
s9 = ao 31 = dot au 33 = dot au + da etc. 


De exemplu, dacă a, = q" (n > 0), atunci sa=itg+rp+.-+rg, 
adică suma (11), iar dacă a„ = n (n > 0), atunci 


sp 201 paper net, 


68 


DEFINIȚIA IL. 5. Se numeşte serie de termen gene- 

ral a, perechea de şiruri (a„)n>o, (Sa)n>o; unde sata. + am 

Această serie se notează XD a, sau ao atat .... Se defineşte, 
no 


în mod similar, seria z ax = an + ana + axat... 

Exemple 

1) Seria de termen general gn, adică 3 pm=1tgrq+...„se numeşte seria 
geometrică de raţie q. 


2) Seria de termen general (2 , adică > A mii ș..upe numeşte 
n În>t min 2 3 


seria armonică (denumirea fiind justificată prin aceea că ap — Î- este media armonică a 
n 


numerelor an-a Și anu, adică 2 = 1-4 -Î-, vn>2). 


ana anu 


8) Considerăm se; 1, 134. Se observă 
Fi 


3) Sa de termen general an = 
Î3 nn 


1 1 
Că au -— 
iri 


= 
1 1 E 
îsi pu teza ee (ea) e [ai a) 


= a je n 4: Evident, sn +1. 

Este incorectă afirmaţia „seria este o sumă infinită“, pentru că nu se 
pot. aduna o infinitate de numere reale, de aceea este necesară noțiunea de 
limită, Se poate însă spune că studiul seriilor se află la confluența studiului 
sumelor finite cu cel al limitelor de şiruri. 


DEFINIȚIA IL. 6. 0 serie Be numeşte conver 
dacă şirul (s,)n>o al sumelor ei parțiale este convergent; în acest caz, numărul 
lim 3, se numeşte suma acelei serii şi se notează su 20, am 
mo 

Seriile care nu sînt convergente se numesc divergente. 

Este evident că dacă la o serie se adaugă sau se scad termeni în număr 
finit, atunci natura acelei serii nu este modificată. Problema principală 


a teoriei. seriilor este studiul naturii acestora (convergenţa sau divergenţa), 
iar în caz de convergenţă, calculul exact sau aproximativ al surelor. 


TEOREMA IL. 15. Fiog,a(a + 0) numere reale. Seria geometrică 
Dad = a + aq + a + „„. este convergentă dacă şi numai dacă —1< 


<g<1 şi, în acest caz, suma ei este 


je 
Demonstraţie. Şirul sumelor parţiale este s, = a + ag +... +aq,n >0. 
Dacă 4 = 4, atunci s, = (n + î)a şi seria este evident divergentă. Dacă 
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q 31, atunci sa =a(t + gt+ 9) = 


relaţia (9), şirul (sa)r>o este convergent dacă şi numai dacă —1 <q = 


„ conform (14). Aplicind 


şi, în acest caz, lim ni! —0, deci lim sa = 


mo no 
Ezemple 
aut cap dai z dp sta N 
1) În cazul seriei geometrice Si + = i toi raţia este q ai suma seriei 
& 
va fi =. 
dă, 
2 
2) Fracţia zecimală periodică 2,1919... reprezintă numărul 
4 9 
1 4 E) 10 100 19 
2 — 2 =2+ . 
* 6 00 F 1000 * 10000 * i SBTIE VE 9 
100 100 


So arata uşor că orice fracţie zecimală periodică reprezintă un număr raţional (și reciproc). 


4.4. Numărul e 
La punctul 1.1 am indicat legea de înjumătățire a unei substanţe radioactive, în 
care s-a evidenţiat o progresie geometrică de rație 4 „ Există şi alte „legi de creştere“ 


similare. De exemplu, presupunem că populaţia unei colectivităţi este, la un moment dat, 
P şi că în fiecare an ea crește cu c%. Peste un an populaţia respectivă va fi P, = P-+ 


Pia = 2(h+ 5): peste doi ani P4= Pak Pati = Pa (i =[e 23) 


100 100, 


1 


. 
-p (+ a] „ar peste n ai Pa P-(a zii ace) aşa cum se verifică prin inducţie. 
Notind 
100 
E. +), a 
Ă [ rai rezultă 
10 en A 
Pas Pli+ L" * =p-(p 5. 
( ii (E) 


Dacă e = 100, atunci E.=(4+1j=2; c=50, E.= (+ ați 2) 


e = 10, Ec 2,594; 2, Ec 2,692 etc. 
Vom vedea că limita lim Ee există şi are o valoare remarcabilă, anume numărul e, 


Atunci pentru c „suficient de mic“ are loc formula aproximativă Ecee şi, în consecinţă, 


E3 
Pne P-e10%0 


De exemplu, dacă e = 2, atunci peste 50 de ani populaţia va deveni Pse e Pe. Există 
multe alte probleme în rezolvarea cărora se folosește numărul e. 
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Trecem la definiţia numărului e. 
Considerăm şirul de numere raţionale 


(2) eri]. n>a. 


Se pot; calcula diverşi termeni ai acestui şir: e, = 2, ep = 2,250, e, = 2441, 
eş = 2,566, ex = 2,638 etc. şi aceasta sugerează că şirul (e,)nu este crescă- 
tor, cu termenii cuprinşi între 2 şi 3. Într-adevăr, are loc 

TEOREMA II. 16. Şirul (e,)n>: este strict crescător şi mărginit 
(deci convergent). 


Demonstraţie. Considerăm formula binomului lui Newton 


Upapa op Bas alla pp le: BARE AST it 
a E E e IE E Ie Și 


ni 


Inlocuind aici z = 1, membrul sting este egal cu e; observind că 


mun a a [i 4) fe -)-- (= 
pentru 1 < k& < n, rezultă că 
Ci ara ae (mr) pa 7 (ar | (=) pa 


m ae 9) (iaz), 


Înlocuim n cu n şi rezultă 
ema 1 + ai tau ra) ial sa) (i aa) a 
[i a] bentioeuli ez) (23 aa) (ez) 


observind că A (1 (a 2)-..(i Ea (i ri) „(n 3), 


se obţine că en <esuV,n>1. 
Din relaţia (13) rezultă direct că 


(3) 


ai săi 1 Ei Ei 
(44) 2 estate, Vaz. 

"Ținind cont că, pentru orice k > 2 natural, avem &! > 2k1, deci-L <A 
avem 


E 


(45) a ez be ga tame o ot tea A cea) = 8 
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Din relaţiile (14) şi (45) rezultă 2 < e <3, Vn > 1 şi teorema este demon- 
strată. 
DEFINIȚIA IL. 2. Limita șirului e = [i = se notează cu e 
n 
(după inițiela numelui Vui L. Buler, 1707—1783). 


Indicăm acum un alt şir convergent câtre e, anume şirul 


Patrat ME e Se 
2! n! 


Este evident că En < Ena, deoarece En — En = ITI > 0. Apoi, aplicind (15), 
n 

avem 2 < En < 3, Vn 34. Aşadar, şirul (En)n> este monoton şi mărginit, deci con- 

vorgent. Fie E = lim En. 


Deoarece en < En, conform (14), rezultă e < E. 
Pe de altă parte, pentru orice k > 2 fixat şi pentru orice n > k avem, conform (3): 


1 1 1 E 1 ) 
aripi A fai At cete De [ai E [1 
cxm>1+ + zi ( -) A =]) ( 
și în membrul drept se însumează k «+ 1 termeni. Fcind n => oo şi observind că paran 
tezele (i £, 1. 3 și ză ) tină către 1, rezulta că eZ Ex, Vk22 fixat, deci 


e>jim, Ex = E. În concluzie E - e, adică 


sta (ie An Acu 2) 
ETICII ni 


Gu alte cuvinte, am demonstrat 


TEOREMA II. 17. Seria pa 
Ei 


mun 
Aplicaţie. Calculăm e cu Fa — aproximare. Deoarece e = lim Em avem formula 
: 1 Fi 1 
aproximativă e ax E, cu eroarea absolută: |e —El= —— pi tăi 
pri rai nai 


Ei 4 

ie 1 sea 
: cz n a * nea), e = mil * Sau 
Doua RE ee Aia 3) 23 n Sa 

(n 3-2 ni (n + (n +1) i 

n+2 

Reţinem astfel inegalitatea 

(16) ocean 
non! 


Alegem n natural minim astfel încit E > 10% deci n = 9. Atunci 
n- ni 


4 
= 274828. 
Lai si 7 
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EXERCIŢII (capitolul 11, $ 4) 


„Să se calculeze limitele următoare: 


alim 5; o d) um AF, 
m 4 no +2 me 44 
îm AA. î cae mo 
d) Iu) mapa: e) setul + (1; Da e a Ei 
i. ela R Li a ră E 
i m E; n) 1 n E; Vim tgnE ; 
A avi IL peoee A abea 
i) dim tm E; X) lim Var; 1) lim (n — Vi 
n 3 n n-o 
m) lim (—n2 + n + 100); n) lim (Pa FI — m); 0) im 828, 
n=ce n-o me 3n+2 
q) lim (nr 4 — (n 14, 
no n 
m) dim ME 2-a), n) mmm A 20 tame nt, 
memo Ap pri n-o m a 
4) ian [2 ap 2 a u) lim (to + ci 
no În m n-a n 
LI d n 1 
lim [10 — lin =: 
w aim ( sai raci cre 
ah —1 zi a at —4 
9) aa Do a ti =) dim Sa ash dat. 


2. Să se arate că pentru orice funcţie raţională nenulă R cu coelicienţi real 
Rin) 


ata. — Bin — 4 
me Rin + 1) 
8. Sa se studieze convergența șirului 
an = ( A n>2. 


4. Să se afle a, db, c eR, asttel încit lim n (an —/ 


ăn en) = 1. 
5. Fie un şir (zn)n0, astfel încit ze = a, 2 = 1 + bzn (n > 0). Să se arate că 
în APD bn + adn, Pentru ce a, b e R şirul (zn)n>o este convergent? 


6. Să se studieze mărginirea şi monotonia şirului (an)n>1 definit prin a = vă, 
ant = VI Fan, n>1. În caz de convergenţă, să se calculeze limita. 


7. Fie ao, a, date şi an = E (ana + ana) pentru orice n>2. Să se arate că 


l 


ag = E (20, + a) + CZ ta, — ao), Vn 70 şi să se calculeze lim an- 


A — 2an + 2. Să se arate că dacă 
să se calculeze limita sa. 


8. Fie şirul (zn)n>+, unde z = a şi Zn 
a e[1, 2], atunci şirul (zn)n>: este convergent 
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9. Să se studieze monotonia şi convergenţa şirului (en)n> 1 definit prin c4—10, en 


a 
— 2Ffh, vni>4. De asemenea, studiaţi convergenţa şirului (zn)m>o definit prin 
n 


20 =4 şi na E n 20: 


Vara 


10. Să se arate că dacă an > 0, n 20, dacă există lim Ani = şi 14, atunci 
me an 


an = 0. Folosind acest fapt, să se calculeze lim 7 „im 2", lim ngn(—1 <q<t dat). 
ne 27 me Dl ne 


11. Să se arate că seriile următoare sint convergente şi să se calculeze sumele lor: 


2) (): E) pri n 3 iri i 


12. Să se arate că seria 3 ( 2 ) este convergentă, iar seria 
A 


33, (WWn 
2 (Pa FI — n) este divergentă. 
"a 


$ 5. Operații cu limite de funcţii 


Rezultatele anterioare conduc la rezultate similare pentru limite de 
funcţii. 


PEOREMA IL. 18. Fie f:D—Rg:D—R(DCR) două funeţii 

şi «a ER un punet de acumulare pentru D. Presupunem că f şi g au limită 

finită în punctul a și fie î, = lim [(), la => lim g(z). Atune uneţiile f + g; 
a 

MO E R) şi [a au limită finită în punctul -a și 


UD lim fr = hit le lim (AP) = Aus lim (fo). = Ile 


(pe scurt, limita sumei este suma limitelor, limita produsului este produsul 
limitelor). 
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Dacă, în plus, /+ ș 0, atunei există o vecinătate U a 
funcţia g să fie nenulă în UN(a) şi, în plus, lim LU 


Demonstraţie. Fie zp — a un şir oarecare de puncte din DN fa). Atunci 
za) = las az) — le şi aplicind relaţiile (5), (6), rezultă că (f-+ g)(zn). 
= Fa) + gta) > + la (AP) = A fa) > Na Și ([0(zn) > [zen 
= I-a şi se deduc relaţiile (17). 

Presupunem acum le 4 0, de exemplu la >0. Luind o vecinătate 
V = (lg — ela te) a lui la care nu conține originea, există o vecinătate U 
a lui a astfel încit din faptul că z € U, z 7 «să rezulte g(z) € V, adică 
(2) >0. Fie apoi un șir oarecare 2 > a za 7 a. Atunci f(zn) — lu g(20) — la 
şi aplicind corolarul teoremei 11.10, rezultă JE — h, adică lim 1 = 4. 

! man) 7 în a la) 

Riremple 

1) Deoarece lim z? = 1, lim (22 + 7) = 9, rezultă lim (22 + 22 + 7) — lim a* + 

a = pai asi 
lim 24149 = 10. 
A 


a — 
2) Teorema II. 48 nu se poate aplica direct pentru a calcula limita 1 = lim EA, 


mi 2 
deoarece numitorul are limita nulă în punctul z = 4. Totuşi, pentru orice z 74 1, avem 
a 


pari şi, ca atare, = lim (+ 1)=2. 
— si 


3) Meorema LL. 48 se extinde direct la cazul cînd 4, IS R, cu condiţia evitării cazu- 
rilor exceptate, care trebuie analizate separat. De exemplu, lim (z* + 22) = co. [ntr-ade- 
xmee 
văr, fie D = (0, co) şi funcţia f: DR, definită prin (2) = a + 2; pentru orice şir 
an = co, avem f(zn) = zi + 2zn — co]. 
1) Dacă o funcţie f: D= R are limita --co sau —co într-un punct z = a de acumu- 


Mare pentru D, atunci lim —Î— = 0; într-adevăr, pentru orice şir n — a, za 74 a avem 
oa fa 


fn) = ko (sau —c0) şi cae) contorm teoremei 11.10,2*. 
n m 
în mod similar, dacă limita lim /(z) există şi este egală cu zero şi dacă > 0 (res- 
pecliv 7 < 0) intr-o vecinătate a punctului , din care excludem a, atunci lim Aa = 
pre 


(respectiv — co); într-adevăr, pentru orice şir za =+ &, Zn Z a, avem (n) —+ 0 şi aplicăm 
teorema 11.10,3%. 


PEOREMA IL. 19.Ple fg: D—R(D CR) două tuneţiişia 
un punct de acumulare pentru D. Dacă există o vecinătate U a lui a astfel 
încât f< g în UN(a) și dacă funcţiile f, g au limită în punetul a, atunci 


(8) lim f(z) < lim gta). 

Demonstraţie. Considerăm un şir oarecare z„— a din DN(a). Avem 
20 E UN(a) şi f(zn) < (za), incepind de la un anumit rang N şi cum şirurile 
(fin) (e(zm))nzx au limită, atunci lim f(za) < lim g(2n) conform teo- 

me no 
vemei 11.44. Aşadar, relația (18) este probată. 
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"Teorema cleştelui se formulează şi pentru limite de funcţii: dacă f,g, h : DR sint 
funcţii reale astfel încut [ < g < h într-o vecinătate a lui a (ezcluztind ecentual a) și dacă 
f, h au aceeași limită | în punctul a, atunci g are, de asemenea, limita 1 în punctul a, Remar- 
căm, de asemenea, faptul că teorema [1.4 se formulează şi pentru limite de funcţii: dacă 
funcţiile f, 4: DR (DER), satisfac condiţia |f(z) — 1 | < gl), Va e Dia), unde, 
1SR şi dacă lim g(z) = 0, atunci există lim (2) = 1. Apoi dacă /(z) > g(2), V reDNia) 
şi lim g(z)= ce, atunci lim f(z) = oo, iar dacă lim f(z) = —c0, atunci'lim g(z) 

a a a sa 


—oa. 


EXERCIŢII (capitolul II, $ 5) 
1. Să se calculeze limitele laterale ale funcţiilor de mui jos în punelele indicate: 


a) f:BNÂ-5 8, fe) 


„a= —5; 


B)p:R=R fi apă „= 3; 


2 dacă z=3 
c) PRO R, fl) 2, ao; 


D350, dacă 4-4 
d) P:R=R, flo) = beri E 


7 „dacă z=— 


8. Sa se caleuleze (în ÎN) următoarele limite de funcţii: 


a) iim, 2E-t3., 0) tm, (EEE a 
i DIE peri 

b) um 22 g) lim 
x Li a 

e) lim ——; h) lim 
sa 22 + pari 

4) lim î) lim 
m-a 223 + emo 

e) lim ——; 1) im (E 
pe 3713 posi ET 


3. Fie f:D-—R o funcţie definită pe complementara D a unui interval mărginit. 
Să se arate că dacă una din limitele lim f(z), lim f(—z) există, atunci există şi cealaltă 


şi sint egale. Ca aplicaţie să se calculeze: 


St d d pea-ai 
b) lim, (z+ VF); d) dim == 
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$ 6. Asimptotele funcţiilor reale 


Vom da acum o primă aplicaţie geometrică semnificativă legată de limi- 
tele de funcţii. 

În limba greacă „asumptâtos“ înseamnă „care nu coincid“, Problema 
asimptotelor, adică a dreptelor care „se apropie oricât de mult“ de graficele 
unor funcţii, are sens pentru funcţii avind ramuri spre infinit (adică funcţii 
al căror grafic nu este conţinut intr-un dreptunghi). 

Fixăm un sistem ortogonal de axe 20y relativ la care raportăm graficele 
funcţiilor considerate, ca şi sensul adjectivelor „orizontal“, „oblic“, „vertical“. 


6.1. Asimptote orizontale, asimptote oblice 


Considerăm o funcţie f : D=R unde D este un interval de forma (a, 00), 
a € R. Graficul lui f are ecuaţia y = f(2) şi evident are ramuri spre infinit. 
Fie 1 € R fixat şi considerăm dreapta y = ! (paralelă cu Oz); pentru orice 
ED, notăm cu M (respectiv cu N) punctul de abscisă z situat pe dreaptă 
(respectiv pe graficul funcţiei f). 

Se spune că dreapta y = ! este asimptota orizontală spre +-eo a lui f dacă 
limita lungimii segmentului MN cind z tinde către co există şi este egală 
cu zero, adică 

(19) 


If) —21=0 (figura 11.17). 


Aceasta este echivalentă cu faptul că limita lim f(z) există şi este egală cu [. 


O discuţie similară are loc pentru —eo (fig. 11.18). 

Considerăm acum o dreaptă de ecuaţie y=mz+n, m0 şi fie M 
(respectiv V) punctul de abscisă z € D situat pe dreaptă (respectiv pe gra- 
ficul funcţiei f), ca în figura 11.19. Se spune că dreapta y = mz + n este 
asimptota oblică spre ee a lui f dacă limita lungimii segmentului MN există 
şi este egală cu zero pentru z — co, adică 

(20) Hm If —mz—nl=0 


Aceasta revine la lim (f(2) — mz — n) = 0, adică 


dim z (1 — m) 


în 


RI) 


= 0 şi în mod necesar, lim (22 fii = ») adi 
sa) FI 


Fig. 11.47 Fig. ILA8 


4% 77 


Fig. 11.49 


Atunci raportul fl — (= SD 2) = (m + =) va avea, conform teo- 
z z z a 
remei 11.18, limita egală cu 0-+m=m în punctul co. Din faptul că 
lim (f(2) — mz — n) = 0, rezultă direct că limita lim (f(2) — mz) există 
o parcă 
și este egală cu n. 
Rozumăm discuția anterioară în următoarea 
TEOREMA II. 20. a) Dacă limita lim f(2) există și eate finită, cu 
valoarea /, atunei dreapta y =! este asimptoia orizontală spre ++eo a tuneţiei 


7 (și roelproc). 
b) Dacă oxistă și sînt finite limitele 


(21) m = lim LE, n = lim (f(z) — ma), înr mio, 
9 = 
atunei dreapta 
(22) y=mz+n 


este asimptota oblică spre -j-co a funcției f (și reciproc). 

O funcţie f nu poate admite atit asimptotă orizontală cit și asimptotă 
oblică spre -+eo (în caz contrar ar exista constante reale m, n, l cu m 7 0 
astfel încit lim (mz + n — 1) = 0, ceea ce este absurd). 


Se tratează în mod similar cazul asimptotelor oblice spre —co. Remarcăm 
că pentru o funcţie fixată pot avea loc diverse situaţii: să existe asimptote 
orizontale atit spre —co cit şi spre -+-oo (distincte sau nu), să existe asimp- 
totă orizontală spre co şi oblică spre —co ete. Asimptotele unei funcţii 
sint numite uneori asimptote la graficul funcţiei. 

Ezemple 

1) Funcţia f: RN(0)— R, f(z) = -L are asimptotă orizontală spre ec şi spre 

z 
—c0, anume dreapta y = 0 (axa Oz) (fig. 11.20). 
2) Funcţia f; (0, o), flz) = 


5 are asimptotă oblică spre -koo, anume 


dreapța y = ma ++ n, unde m = lim Îl) = lim =1 şin = lim (f(z) — mia] = 
me 2 so râz e 
at PI —3z a ŢI 
=2im — = = —3; aşadar, y = z — 3 este tota oblică 
pă za ] sa SR FIE i ze TU zel gti ad 


18 


Fig. 11.20 Fig. II. 


9 
+3 
şi contorm (20) şi (22) rezultă direct y = z — 3 ete. 
., dacă zs1 
3) Funcţia f:R=—R, f(z) = ! i anl aci 
are asimptotă orizontală y = 3 spre —co dar nu are asimptotă orizontală spre -ţ-oo. 
4) Funcţia f:R—R, f(z) = 22* nu are asimptote orizontale sau oblice. 
2" dacă z< —4 
5) Considerăm funcţia f:R—R, f(z) = eri „Ea are asimptotă 
2 „dacăz>-i 
orizontală spre +-ce, anume y = 2, iar spre —oo are asimptota oblică y =  — 4, 


lui f spre -- oo, Se mai putea scrie f(z) = 2 —3+- 


„deci lim (f(z) — 
se 


(fig. 11.24), 


6.2. Asimptote verticale 


Dacă f:D—R (DCR) este o funcţie reală, a € R este un punct de 
acumulare pentru D şi dacă limita la stinga 
(23) lim f(z) există şi este egală cu +-oo sau —00, 
Fa 
E2zi 
atunci se spune că dreaptu z — a este asimptotă verticală la stinga a lui f, 
Similar, dacă limita la dreapta p 
(23) lim f(z) există şi este egală cu -+oo sau —00, 
a 
se spune atunci că z = a este asimptotă verticală la dreapta a vi f. 
Dreapta z — a se numeşte asimptotă verticală a lui f dacă ea este asimptotă 
verticală la stinga sau la dreapta a lui f sau de embele părţi. 


Ezemple 


„ate = ——, dreapta 


4) Pentru funcţiile f, g:RNU)—R, f(a) = i Ev] 
SEE FE: 


a = 1 este asimptotă verticală. 
1 „dacă az<2 


lie. 1.22), 


2) Funcţia f:RM2)—R, f(2) = | EA a i 
z=2 


are z = 2 asimptotă verticală la dreapta, dar nu are nici o asimptotă verticală la stinga. 
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Fig. 11.22 Fig. 11.23 


3) Fie tuncţia 


:BN(—4, 1, fl) = 
2 = 4 sint asimptote verticale, iar dreapta y = 1 este asimptotă orizontală (spre 2-00). 
4) Funcţia f: RN(0)— R, f(z) = E 


aa Fii În acest caz, dreptele a = —1, 


= E 2 are o unică asimptotă verticală, 2 = 0. 
A dacă 740 

5) Pentru orice a e R funcţia f:R=R, f(z) = | 2 

a, dacă z=0 

are asimptotă verticală z = 0. 

Adjectivul „verticală“ provine de la faptul că orice dreaptă z = a (a E R 
fixat) este paralelă cu axa Oy. Dacă z = a este asimptotă verticală la stinga 
pentru o funcţie f, atunci lungimea segmentului MN tinde către zero cind 
2 — a, <a, iar ordonata lui M tinde către co sau —c0 (figura 11.23) ete. 


EXERCIŢII (capitolul 11, $ 6) 
1. Să se determine asimptotele (orizontale, oblice şi verticale) pentru următoarele 
tuncţii f: D= R (D fiind domeniul maxim de definiţie). 


> n ei e 
a) fa) = e fo iza! 
») fa) = n) flo) ELA, 
DR n fa 22, 


=—lz 


pi let 
II În 2 ace a 


k) flz) = 


D fa) = 


2. Sa se atle numerele reale a, b dacă dreapta y = 22 
pentru funcţiile f: DR (D — domeniul maxim de defii 
232 + az +b z+|a—1l az + az + 
„ratb, AS ş sa ş 
a pa 20, n c) fa) = SE ES 
8. Să se indice o funcţie reală avind ca asimptote toate dreptele 2 = k,k e Z. 
4..Băise aile a, ba a R astfel înot f(z) = 22 Cat 2. 


zp+r2z+re 
totă verticală, iar graficul lui f să nu intersecteze asimptota orizontală. 


3 este asimptotă spre -+-co 
e) următoare: 


să aibă o unică asimp- 
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$ 7. Calculul limitelor de funcţii 


Acest paragraf este foarte important. În cea mai mare parte, ne vom 
ocupa de studiul unor funcţii importante, care apar în descrierea matematică 
a multor procese din natură. În capitolul I, 5.5 am dat o sinteză a acestor 
funcții studiate în clasele anterioare și acum ne ocupăm de proprietăţile 
acestora în legătură cu noţiunea de liinită. 


74, Limicele unor funcţii uzuale 


a) Funcţii polinomiale. Este evident că Va € BR, lim 2 — a şi lim czk = 


= ch, e E R,k > 4 întreg (limita unui produs finit fiind produsul limitelor). 
Rezultă atunci că pentru orice funcție polinomială reală P şi pentru orice 
xER avem 


(24) | lim P(z) = Pta) |, 


deoarece P este suma finită a unor funcţii monom de tipul zh ez. 
Dacă P(2) = aa + azi + --. + ama + any ao%0, atunci lim P(z) = 


= lim agz" şi lim P(z) = lim aoz*, aplicind un raţionament făcut la 
na Adei pistă 
punctul 4.4.b. 
Ezemple 
1) lia. (20 + 57)= 2545021; Bta (—24+ 57)=—4 + Ss= — 
= = 


2) lim (2? + 5z) = lim z*= co; 
o sa 


lim (—2% ++ 22) = 
a 


3) lim (2 + 52) = co; lim (-24+27)= co. 
po zu 


Graficele funcţiilor polinomiale de grad 
n >2 nu au asimptote (orizontale, oblice Fig. 1-24 
sau verticale). 

b) Funcţii raționale. Dacă P şi Q sint funcţii reale polinomiale şi a € R 
un punct astfel incit Q(2) 7 0, atunci 


i Pl) Pla) 
25) LL e 
(95) lim Ga)  ola) E 


Plan) _, Pta) 
Ozn) Ola)” 


deoarece pentru orice şir za = a, Zn a, avem 
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6 — Elemente de analiză matematică, cl. a XI-a 


În cazul cind Q(a) = 0, discuţia este ceva mai dificilă: dacă P(a) 40 


atunci limita lim = = este co sau — cofia fel lim ra) dacă P(a)=0, 
E ai cls 

ez 
atunci funcţia rațională cr poate fi simplificată cu z — a etc. 


senat 
xi (ap 


= umil +1)= 


za 
zi a—t 


= 
si (za 


1__ nu există; 
E) 


= —00, înr lim E 


———— nu exista, 
ma (ZF ms (Ia 

Raţionind cu In teorema 11.44, limita lim ei ca şi lim ai este 
egală cu limita rapertului termenilor de grad rac polinoamelor P şi Q. 

Beemple 

1 1 2 
(st imn + 
1) tim Ba + + a itrai z Baa z 


similar 


mo Dat 27 =[ 


lim — 
s-o at — 2 
3) ia lE-tA PE, 

ste dai 53 


3) Pentru orice n natural, avem 


0, dacă n< 3 
vim AP 1987 im 27 | dacă n>a 
mem Ba + 211 o 833 


2 dacă n = 3 
[I 


0 „dacâ n < 

i timp BE 1.982 im Ban oaie âtă A sea 

şi lim E = - ce, dacă n > 
m-a BE + 244 sm 8 E 


A dacă n 
s 


este par 
este impar 


Dacă polinomul Q are ca rădăcini reale aa, aa 


=: ae şi P(a;) i 0,1 <i sk, 
atunci graficul funcţi 


raționale î admite asimptotele verticale z = ai 


1 <i s k. Dacă polinomul Q nu are rădăcini reale, atunci graficul lui £- nu 
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are asimptote verticale (in acest caz, pentru orice «€R, limita lim e este 
i 
finită, egală ou P(2)). 
Ola) 


O fracţie raţională P. admite asimptote orizontale dacă şi numai dacă 


gr P < gr Q şi admite asimptotă oblică (aceeaşi spre -teo și spre —00) dacă 
şi numai dacă gr P = 1 + gr Q. Demonstraţiile sint imediate. 


Ezemple 
1) Funcţia f : RN 40,1, — 1, [(a) = 


dreptele z=0, z=1, 
2 = —4, asimptote verticale și y = 0 asimptotă orizontală. 
2) Funcţia [RNB fa) = E 


nu are asimptote verticale sau orizontale, 


ior tunoţia g:RN(EZ)=R, ala) = = are dreapta = 2 asimptotă verticală, 


z 
€) Funcţia radical. Dacă a >0, atunci lim Vz = Va; intr-adevăr, pen- 
+a 


tru orice şir m <a avem za >0 de la un rang încolo și | /2n — 


<a: |za — al, deci Vzm=VWa. De asemenea, 


lim 3 =0. In mod analog, pentru orice a real avem lim a = Wa. 
ae poi 
350 


În general, dacă n € N este impar, atunci 


(26) lim x = Wa |, pentru orice a real. 
px 


De asemenea, în acest caz avem 


e7 lim WYz = —ce; lim//z = |: 
Pra pa 


Dacă n € N este par, atunci relaţia (26) are loc pentru a >0; de asemenea, 


(28) Ş lim Pz=0 și lim a = |. 
=> 


pe, npar 
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Relaţiile (27), (28) se mai soriu simbolic /ee = ce pentru orice n 
nutural şi W/—eo = —oco dacă n este impar. 

d) Funcţii trigonometrice. În clasele anterioare au fost definite funcţiile 
sin, cos, tg, arcsin etc. prin considerente geometrice, care foloseau în mod 
tacit proprietăţi adinci ale numerelor reale. Adoptăm aceste definiții dar 
menţionăm că o prezentare riguroasă a funcţiilor trigonometrice ca funcţii 
reale poate fi dată prin utilizarea dezvoltărilor în serie. 

Pentru orice a real avem 


(29) |- lim 


Într-adevăr, pentru orice şir zu — a avem |sin za — sina | = 
= 2 sin 22 cos ai pi 2 


2 
2 
< |z|, vzeR. 
In mod similar, se arată că 


(30) 4 lim cos scos «, VeeB 


şi, folosind limita unui cit, rezultă că 


=|< la — a, deoarece |sinz| 


lim tg z=tpa (e 3 kim, kez) 
m. 2 

lim ctg z = ctga (arin, kE 
+a 


(34) 
De asemenea, 


(92) 


și, ca atare, dreapta z = - este asimptotă verticală pentru funcţiatangentă. 


Indicăm acum o limită eu totul remareabilă. 


PEOREMA IL. 21. Avem 


Demonsirație. Alegem un cerc de rază 1 şi unghiul la centru avind măstra 
în radiani egală cu z (3 <z = 3). Avem aria AOAM < aria sector AOM=< 
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< aria AOAT. Dar aria ADAM = sin z, 


eria sector AOM = 2 z şi aria AOAT= Ei te z, N “ 
ZĂ 


deci îsi pp adi E A 
deci sin A ga at5 z pentru 0 <z=< = 
şi inmulțind cu —2—, rezultă 4 < —2— < 3 

sin sin 2 O cos 2 


adică 


A Fig. 11.26 
cos p << 4. 
2 


Aceste inegalităţi au loc și pentru — = < z < 0, deoarece funcţiile z |—> cos z, 


z— 


sin 
Si 2 sint pare. 
z 


Pentru orice za = 0, za 4 0 avem de la un rang incolo — XI << = 


şi deci 


cos za << 1 
2 


n 


şi deoarece cos z — cos 0=—1, se obţine Sin — 4 (teorema 11.12). 


Ezemple 
1) Funcţia sa: R= R definită prin 


Eat 
sa (= 2 


1 „dacăz=0 
se numește „sinus atenuat“ şi graficul ci este schiţat în figure 11.27. Aşadar, lim sa(z) = 
30 


Bz) 
= lim so(z) = sa(0) = 1. y 
EI 
350 
Fig. 11.27 
2) Avem lim SIN PE — lim SP, e lim SIL PE 
= 2 = pa 30 "pe 
imsin y 
= lim = 4, punind y = pz (p % 0 constant). 
vo y 


85 


Aici este ilustrat un procedeu mai general numit „schimbare de variabilă“. Anume, 

fie o funcţie f:D,—+R, DCR, 1 un punct de acumulare pentru D, astfel încît să 

existe a = lim [(y)- Dacă u ; D -+ Da este o funcţie, « un punct de acumulare pentru D 

şi lim u(z) = 1şi, în plus, (zf aîn Do u(z) 0), atunci lim flu(z)) = A. Într-adevăr, 
a ai 


pentru orice şir za — a, za a, avem u(zn) = 1, u(zn) zl, deci flulzn)) = A. Se mai 
spune, pe scurt, că punind y — u(z) avem lim f(u(z)) = lim fly). 
ra wi 


e) Funcţia ezponenţială. Fixăm a >0, a ş 4. Se cunoaşte definiţia lui 
Vas. 


a* pentru z E Q; anume, dacă z = F-(p, q intregi, g > 1), atunci a* 
Li 


Dacă z este irațional şi se alege un şir de numere raţionale r„—z, ttunci se 
poate arăta că şirul (a" „>> este convergent și limita lui se notează a* 
[număr real independent de alegerea şirului r, convergent către z, în sensul 
că dacă rp= z, 7 2 şi Para E Q, atunci lim an = lim an]. 

De exemplu, 3YE = lim 37%, unde r, este şirul trunchierilor lui //2. 


Se arată că a* >0, at: =, (0%) = a, a:aY = a*Y pentru 
orice z, yeEeR. 


Cazul a > 4. În acest caz se obţine o funcţie strict crescătoare, care defi- 
nește o aplicaţie bijectivă R — (0, co), zi—»a* și se poate arăta că pentru 
orice a renl avem 

(34) lim a = ], 


adică pentru orice şir za = a, avem a" —+ a* (se mai spune că limita expo- 
nenţialei este exponenţiala limitei). În plus, se arată că 


(35 im a =0, lim a =co(a>t) 
| Pe zei 
şi că 
0vnez,a>t|. 


Verificarea riguroasă a acestor afirmații 
necesită unele dezvoltări mai laborioasi 

Graficul funcției f: R — (0, 00), f(z)=a* 
pentru a >1 are y =0 asimptotă orizon- 
tală spre —co; el este de forma indicată 
în figura 11.28. 

În particular, funcţiile 2-25, z1->105, 
ze“ au graficele de această formă. 


(36) 
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Cazul 0 <a <t. În acest caz avem o funcţie strict descrescătoare şi 
bijectivă f:R = (0, co), zisa? şi, în plus, 
lim a =, Va€R; lim a* = co şi lim a“ =0, 
a 2-a piei 
Graficul funcţiei f pentru 0 < a < 1 are y = 0 asimptotă orizontală spre 
co şi este de forma indicată în fig. 11.29, 


y=at, Oca<1 


Fig. 11.29 
1) Funcţii hiperbolice. Pentru orice zER se notează sh z= O („sinus 
biperbolic*), ch z = 2 („cosinus hiperbolic) şi th [ea 


es +1 
Graficele funcţiilor sh, ch sint schiţate în figura 11.30, Este evidentă relația 
chat — sh — 4, VL € R, deci punctul (z, y) din plan de coordonate z=— ch, 
y = sh t „parcurge“ ramura de hiperbolă 2? — gt = 4, z >0 (ceea ce justi- 
fică terminologia). 


Fig. 11.30 


g) Funcţia logaritmică. Fixăm din nou a > 0, a ş 1. Se defineşte funcţia 
logaritmică în baza a, loga : (0, co) = R ca inversa funcţiei exponenţiale 
aia”, Dacă a >1 (respectiv 0 <a < 1) funcţia este strict crescătoare 
(respectiv strict descrescătoare). În plus, 


(37) 


(imita logaritmului este egală cu logaritmul limitei). 
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Y=10g x, 0O<a<? 


0,1) 


oţ-- 
x 


Fig. N.31 


Dacă a >1, avem 


(38) 


lim lopaz = —e0 și lim logaz = -|. | 
=> ai 


inr dacă 0 <a <41, atunci lim logaz = ce şi lim logaz = —00.- 
0 sie 

Graficele corespunzătoare sint schițate în figura 11.34. 

Pentru a:= 10 se obține logaritmul zecimal lg = logo. Un caz particular, 
extrem de important, este cel al logaritmilor în baza e, numiţi logaritmi natu- 
rali sau neperieni (după numele lui J. Neper, 1550—41617). Se notează In în 
Joe de logo, deci pentru orice z >0, se pune În z = logez- Aplicind regula 
de schimbare a bazei, rezultă că Va >0,a 4 1, Vz >0 


(39) logat = za z | 


Remarcăm, de asemenea, că a* = era = 10xita (a >V,zER). 
n) Funcţia putere. Pentru orite z > 0 şi pentru orice r real avem 


(40) a? = erin= 


și în acest mod, funcţia putere g : (0, 0) = R. g(z) = 27 este tocmai com- 
punerea funcţiilor zu —r înz şi ie. 

Mai general, dacă f, g : D = R (DCR) sint funeţii reale şi f >0. (adică 
(7) 30, VzE D), atunci se poate defini funcţia P:D-R prin [= 
2 eo nr. De exemplu, zi = eh, Vz >0. 

În încheierea acestui punct, indicăm citeva limite remarcabile legate de 
exponenţiale şi logaritmi. Din definiţia 11.7 a numărului e, se poate deduce că 


Me | = 
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Făcind schimbarea de variabilă z = A, se poate demonstra că 
y 


Ei 
(42) [mame]: 


De aici rezultă că 
zi , 
ta In 2E8), = dim 1 n (4 2) = lim Int + 2 = lim(t +a) = 
pp iti 
= e=t. 


De asemenea, pentru a >0, d 7 4, notind a* —1 =u, avemar=1+u. 
zîn a = în (4-a), deci 
a 4 


si Teza i 2006 sue (Ut a) EET 
usa In(1 + u) 1-0 În In (4 Au 
A u 


lim 
0 


În fine, pentru orice număr real r, notind î + z = 2" avem 
ad 4 


ai 
lim (E = LL = lim fi srl =r. 
x mo 20 —1 mo 2 —1 In 2 


sin — F i 
„| im as. De aici,lim ( ) -() ul. 
F-cii 2 = Ei 
Ei 
că zi Ş ii 
2) dim A a si i țe um p SEE) = time rez RE 
1ra 30 142 00) Tia 
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țema — 4 er.tti 

3) lim 1 — im (SEA 0) în ee — 2 ine 

= 2 îm 2 

1) Puntnd z=1+ g, rezultă lim VE=—1 cm Vity=1 

Pi ir vo 
1 

soditia fista) EA. Et 2, 

vo y 9 


Observaţie. la ultimul timp există tendinţa de a introduce notații noi pentru func- 
viile elementare: SIN, COS, TAN (zl->iga), COT (zi-vciga), RXP (zi-ve?), 
LOG (zi—>1n z), SIN (2 > aresin 2), TAN ( |» arctg z) etc. Valorile acestor funcţii 
pot ti calculate, cu aproximaţie, cu ajutorul minicalculatoarelor sau cu ajutorul unor 
tabele speciale. 


7.2. Cazuri exceptate 


Am văzut că pentru funcţiile elementare f: D-R definite pe domeniul 
lor maxim de definiţie D, avem 5 


(46) no = 


Va€cD |. 


m. 


Cu alte cwvinte, calculul limitei lui f în punctul a revine la calculul valorii 
f(a) obţinute inlocuind diroct z cu a. 
Aplicarea mai largă a acestei reguli poate să conducă la operaţii care nu 
au, fost definite în E, de tipul 


2 „0.00, co — co, E, 4, 00,00? eto. 
[i i 


numite cazuri ezceptate. Sint atunci necesare transformări ale funcţiei de sub 
limită, cu respectarea strictă a proprietăţilor limitelor, utilizind limitele-tip 
indicate mai sus. Nu există insă reguli generale şi se pot face cel mult unele 
recomandări 


Dacă trebuie calculată o limită de forma lim 0) şi dacă lim g(2)=0, 
pare: re 


lim h(z) = 0 se spune că ne aflăm în cazul E . În această situaţie se reco- 
peer : 


mandă simplificarea cu z — a sau translaţia z — a 
limita lim EEE. ete. 


wo ha + y) 
Ezemple 
A ii A. se ile LEE 0 ua EI 2 
i Pa I2 xi (22) iz+2 3 
edu 2 cos Vă ninga 
2) tim 2095 E —1 — 1im - 
mt. 32—x wo EX 3y 
DI 
= dim 900 9 1 um VE Ye — 
wo 39 wo 39 


20 


y, care conduce la ” 


Dacă avem de calevlat lim [e(z) — h(2)] şi dacă lim g(2) = se, lim h(z) = 
pai a pare 
= ce, atunci se obţine cazul co—co. În acest caz se recomandă transformarea 
funcţiei de sub limită, iar in cazul radicalilor, amplificarea eventuală cu 
expresia conjugată. 


= ce, far tim ( + APR SE e 
xai lz—1 m —1 
Esci 


up te 2 je dietei) im E, 

si ma ae Derzr itzi 3 

3) tim (2 VF tim (VEZI (e 1/80 ura C 0; 
sa piatră PE i se Vaz 


În cazul * se recomandă uneori scoaterea forțată a unor factori comuni. 
% 


De exemplu, 


para te pa 
z[1+ 


4 1 


lim 1 1 
apel 1 im Î 
mira Vin 
0 — (e + 52) 
im (2 —V/ZF52) = =—5 lim 
sala ţa Adi E VS ea Sin SE 


= —5 lim = = —5lim - mb mea 
n 


Dă ae i x PE 2 
e 


în cazul exceptat 1* se utilizează limita-standard care defineşte numărul e, 


1 
anume lim (4 + u)'= e. De exemplu, 
fată 


5) tim (EEE = tim pe ia) iau (4 ge a): = 
sia i 524 3] ze 25743 pai a Ț5z+3 


erir+s] ex—sx2 


= aim (i + 6 — 32 pes E ezcI 
aj Br 5z+3 


ax—at 
i FF 
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De asemenea, punind z — E = y, rezultă 


dim (te 2) 7 — lim tim, [te (2 Și )F- ua Vima [ A+ iz 


pă da 
Dacă tey 
214 Ca Ei 
sall, î> guy js w 
vol 1—tpzy [i 
tev 1 
um apti wm tEY us 
pisat ie _ Ru Am E a pia. 


în capitolul V vom da o altă regulă utilă pentru calculul limitelor (regule 
lui PHospital). 
EXERCIŢII (capitolul II, $7) 


1. Să se calculeze: 
a) lim (2 — 22); b) lim (2 + 7 — 2); c)lim (24 — 2); d) lim (++ 2); e) lim (22 — z); 
pati pai Ei a pati 


Ei] Plata —za+aia) Um (—=* +a); n) lira (mp sa); i) „ia (—a% + 2 — 100); 


i) im VEI tim CV); m) lim Vs 
pati Pata = a 


şa 
Ei ; 


e Ta] 


2. Sa se calculeze: a) lim E. și b) lim (m, n întregi > 0) 
Da = 
8: Să se cadotase: aj IE, în), am tie, reyaim —25 2, 
re a — 2 sea so da rara! 
—1 a+a 2z +1 22 +1 
d) lim £ e) lim ; 0 lim ; lim 
) wma ra LR, ma pi varii sia, Va 


4. Sa se determine asimptotele următoarelor funcţii reale: 


_axi +2 Le a se, a: 
na na = Se Pi ză RA Va = za 
222 
= a n ap 
5. Să se arate că dacă P, Q sint funcţii polinomiale reale şi gr P — gr Q=1, atunci 
funcţia raţională f(z) = —P(2. are asimptotă oblică spre + co şi spre — co (anume 


dreapta y = az + b unde az + b este citul lui P prin Q). 
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6. Să se arate că funsţiile: f:RN(0)—R, flz) — sin ÎL, giRNIO)=R, g(3) = 
= 


PE a E nf „xezioa, na) = tg E, nu au limită în puneti z=0. 
pi 1 2k = 


7. Să se calculeze 


Ai um Pitz, 
aacsi 


VITZTS =, optim VIZE Va : 


PI a za 


b) lim 
x 


g lim VI — 20); um 52, i) um 2 Eine, j) um z, 
RA A cu =] EI z0 Ui 2 
4 te, — — i 
2; lime imjlime sn)lime i o) lim, si 


8. SA se determine limitele laterale în punctul z = 4 pentru funcţiile p: DH 
(D — domeniul maxim de definiţie) următoare: 


î 


ID) i i, 


e) [la 


De) Ma)= Dr) 


pă 730 
FT, 


= . 30 ra) 


cos uz 


lz! 
crai (n/a e 


or = 


9. Să se calculeze: a) lim logsz; b) lim log zic) lim logsr; d) lim logs — 
= Ea poi sai E: 
=> = 


e) lim ze-* ; 1) lim Eee; g) lim ze; h) lim ei. 
x so z+i x se 
10. Dacă f, g sint funcţii reale definite pe un intervul (a, ce), a Lt, scriem „/(z) £ 


< ala) pentru 2 —+ c0* dacă lim Ta = co. Să se arate ca peniru orice funcţie, poli- 
e f(2) 


nominlă P(z) == ao ++ azi +... + an, ae >0, n 31 avem 
m ze Pta) < e* pentru z=+ 00. 
11. Să se determins asimptotele funcţiilor / : D=+ 3 următoare (71 fiind domeniul 
maxim de definiţie): 
i 


ma= af: bi fl) = 


sin_z sin? 2 
= pe = 
1 + cos z ) fa = casa 


e) fa) = d) fl) = e) fl) = 


i ni = ; î ra= 
sin 3 


3 Am = 1) ha = imi — 4); 
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12. Să se calculeze limitele următoare (de tipul 1*): 
: hi 
alim (43429; b) lim e =) e) lim Ja): d) lim (sin 5; 


pi za al Va FI 
ant 
za . 
e) lim [EEE 1; n) tim (ctg 202%; g) lim (cea V:) - 
Pac parai de - = 


Ei 


18. Fie an —+ a un şir convergent de numere reale strict pozitive. Să se arate că 
1 


1 (asaa-..an)” = 
ud 


14. Să se determine constanta k e R astfel incit, pentru funcţia f:R—R, f(z) = 
=Vaă — (3 Zi + k dreapta y = 1 să fie asimptotă orizontală spre + co; 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME REZOLVATE LA CAPITOLUL II 


ac Deieaa ace iai nuatăl adi a mea ainoăi precauta e pat mata PNI 
n n 


sint convergente către a și n <a, n >a, VnZt. 


Soluţie, Fie « > 0 arbitrar fixat. Se observă că 
[i 
Iza alte fa =a | £. 
nl n n 


n> A şi, ca atare, alegind N natural astfel incit. 
. 


Dacă punem condiţia A. < e, ati 
m 


N> A remultă că [an —a|= il <e, |zn—aj=<e pentru orice n >. 
. n n 
Aşadar, Zn <a, na 
2. Sa se arate că șirurile 


sint mărginite, monotone şi convergente către zero. 


Soluţie. Se verifică uşor câ 0 S an S2 şi osmsi pentru orice n >. Apoi 


ani an 2 » 
anti — dn 


a 1] &0, adică anși S an,şi similar 


OF mi m Lin ra 
îm <bm pentru orice n 21. Aşadar ambele şiruri sint monoton descrescătoare, 
Deoarece 0 san < = < Ea (pentru n > 6) şi ob 3 (pentru n 34), rezultă ca 
an = 0, bu = 0, uplicind teorema II-4. 
. Să'se arate că pentru orice a> 0 avem lim Vă = 1. 


neo 
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Soluţie. Presupunem că a > 1 şi notăm fa —1 = za. Atunci, za >0şia =(1+ 


+ nn > nzn, deci 0 S za S £ şi, ca alare, zn—0, adică Va — 1 pentru n + co. 
Ei 


Dacă 0<a<1, atunci < >1 şi, ca atare, V A = 1, adică 
a a 


Va 


4. Să se arate că: a) dacă o funcţie f are limita la stinga la (respectiv la dreapta la) într-un 
punct ze E R, atunci 


1 dim (e EIB respectiv ta = lim ra At) nex; 


b) dacă pentru [ : (0, co) — R ezistă i = lim [(2), atunci 1 = 


im f(n), dar nu și reciproc. 


mal mpi 
pri 
Soluţie. a) Este suficient să alegem şirul za = ze — (i respectiv 2% = ay + A ) 
n m 
şi atunci f(z'4) — la (respectiv flz”u) — la). 
b) Deoarece există 1 — lim f(z), rezultă că pentru orice şir za —+ co (din domeniul de 


dotiniţie al lui f) avem f(zn) — 1. Luind zn = n, rezultă f(n) — £. 
Pentru partea secundă, să considerăm funcţia f : R —+ R, delinita prin 


a, dacă z2f1,2,3,... 


(a) = 
DĂ 1 daca e = n, n 14 intreg. 


Avem lim f(n) = lim 
na noa n 


pi 
5. Să se calculeze limitele laterale în punctul z = 2 pentru funcţiile fn, h RX 
următoare: 


să lz—2| a z „dacă z<2 n (apa apela 
la) ee aie A) | ză al ez it ME daca 222. 


Soluție. f(2 — 0) = lim Ma) =0, [2+0)= ia fa =o; 


<a sa 
a(2—0) = lim 22 și ga + 0) = lim (22 + si 
<a ESC 
—o0)=li - z = sii - = lim at = 
M2 — 0) = lim A(z) = lim sin rz = sin 2m = 0 şi h(2 ++ 0) = lim at = &. 
sa s<a Esti 


6. Se consideră funeţia | : R— R, definită prin 
x —g, dacă z<1 
fi 0 22 + pi dacă z> 1 
a dacă a = 


unde p și q atnt parameiri reali. Peniru care valori ale lui p şi q [uneţia [| are limită în 
punctul z = 4? În ce caz această limită este egală cu [(1)? 
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Soluţie. Avem f(1 — 0) = lim f(z) = lim (2 — q) = 4 — a [i +0) = lim f(a):= 
Ei Pi aa 


aci x<t => 
> lim (22 + p)= 2 + p. Aplicină teorema ÎL.7, condiţia ca 7 să aibă limită în punctul 
Exei 


i 
2 — 4 cate ca4 —g 3 +-p, adicăp +4 = 4. Apoi PU) = 


barea secundăse obţine rezolvind sistemul 4 — 


deundeg = î,p = -2. 


7. Să se calculeze 


= lim AEZ, 
ni at —1 


Soluţie. 1, = lim — E oi 2 
a (2710270) azi 


dz — 14 


num = 
ai (1 (2 FI 
Tinind cont că Vz—1=— Pa “Wa uai 7» rezultă 


WVz-— ma + Vi 
Vz-—a Vz+a 


pentru orice z>0, 24:14, deci 


8.. Să se determine asimpioiele funcţiilor | : D— R urmatoare (D fiind domeniul mazim 
de definiție): 


204 pif a Ezra 
a) fa) = ma i fl) arie) re Eee 
d) pa 


Soluție. a) Puncţia / este detinită pe D = RN(—4, 4). Dreptele z=— 
stat asimptote verticale și dreapta y — 2 este asimptotă orizontală spre —o şi spre -+-co. 
b) Dreptele z = 2, = — —2 sint „asimptote verticale; apoi, deoarece lin [(2) = ce, 
lim f(2) = —e0, funcţia nu are asimptote orizontale. Studiem existenţa asimptotei oblice 
pt Aă 
2 


spre +00: calculăm m = lim (2). — sim 


- i = — = 
x a x zi — 4 n La, tra) Țai 
. [d Pi Li 4z 
= lim — a] lim age [e 1 = 0. Aşadar, y= 
E 2] pac E EET SET 4 gări 
este asimptota oblicăspre + co. Similar, se obține că y__z este asimptotă oblică şispre —c0, 
z—2 


<) Puncţia 7 este detinită pe mulțimea D = RN(4, 2) şi f(z) = 


î» Ved 
Dreapta 2 — 1 este asimptotă verticală și dreapta y = 1 este asimptotă orizontală (spre 
-+oo şi spre —0o). 


d) Dreapta z = 1 este asimptotă verticală; apoi lim f(z) = lim 


şi lim f(z)= 


25-a 


96 


9. Se consideră funcţiile f, g; h :[0, co) = R definite prin 
fa) = VIFIR Va la VI IV-V Ma = V= +a 


Să se arate că dacă 2 &[1, 10%], atunci h(z)<g(z)<f(2) și totuși lim h(z)>lim g(2)>lim f(2). 
pată pată cal 


Soluţie. Inezalitatea h(z) < g(z) revine la V: ES a < Vz3+Va, adica Ei < 
<V z, adică z 10; se probează similar faptul că g(z) < f(z). Apoi, prin calcul direct, 


rezultă lim M(z) = co, lim g(z) — A şi lim f(z) = 0.Nu este nici o contradicţie cu regula 
o pe 2 e 


de păstrare a inegalităţilor prin trecere la limită, deoarece inegalităţile h(z) < g(z) < f(2) 
au loc aici doar pe un interval mărginit, 


10. Să se calculeze limitele următoare: 


sini(z ++ h) — sina 
no h i 


D 
13 = lim 1, = lim (cos Ai 
no 


(Staţia dpmiita: ET a 4 (em forma iniţială limita era în cazul exceptat 
no h+i 
avem succesiv 
1 (zh k + 22 —2 

alim, 2 = 1 00:0); 
ae tara — A e-L a a (CAL 0) 

h=—z î 1 1 0 
îm dia st — = lim = 3 (eazu 2 
27 no Va FEIV mo VTR rVa Val o 
pis la eo pp E ee 

no R(Viz hi + Vaz hi) +2) 


= lim 


4 4 
ne Ve ri razii ra 7 sa (ma 
1 = vim(Sinlz + A) — sin zi(sinţ -+ h) + sin 2) 
no h 


2 _uim Sin h:sin (27 +) 
no [3 
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— iemente de anajiză matematică, cl. a XI-a 


În sfirșit, limita 1, este în cazul exceptat 1%, şi este necesară prelucrarea expresiei 
de sub limită: 


1 
2 = lim (1 + cos h — 4) 
n-o 


lim (1 — 2 sine k)P 
La) 2 


A 
Pia Ei 
La —um 
aim 
—2 sina =) ie: Rh 


11. Să se studieze convergența şirurilor (an)n>o definite prin ay=1 şi prin următoarele 
relaţii de recurenţă: 


a) anu S1+ a n>0; 
1 
b) an = an + — n>0. 
an 
“Soluţie. a) Şirul (an)n>o este monoton crescător: an — an = 02 — an +1 >0, 
deci ani > am, n > 0. Şirul este deci monoton şi, ca atare, are o limită 1. Dacă acsastă 
limită ar fi Cinită, ar rezulta £ = 1 + 2, ceea ce este absurd. Deci lim am = co. 


b) Avem ani > an, n 20, aşa cum se verifică imediat prin inducţie. Raţionind cn 
mai sus, rezultă lim an = co. 
neo 


12. Să se arate că dată (an)n>o este un şir convergent, atunci lim (ans — an) = 0, 


no 
dar reciproca este falsă. 


Soluţie. Presupunem că ap —+ a. Atunci | amy — an | = | (ama — a) + (a — an) | < 
S lan —al+lan—a!, deci lim (anșa — an) = 0, conform corolarului 2 al teoremei 11.4, 
ne 


Pentru a vedea că reciproca este falsă este suficient să considerăm exemplul 
m=1+ + sun + A (din exerciţiul 14, do.la pag. 74). 
m 


18. Să se determine a e R asfel încit funcţia f : RN(1) — R definită prin 
an (B—2), dacă z<1 


- e — ă aibă limită t tul a =. 
15) 2 Aa a A ită în punetul 
= 
Soluţie. (4 —0)= lim at (3—a)=ăln2, fu+o0)= lim Et 
zi sei si 271 
— uim 222 im 2—1.—a2in2.Condiţiadinenunțrevinela f(1—0) = 
W->0, u>0 y wo, > Yy 


= PU +0), deci a = 2. 
14. Pie [:R—R o funcţie periodică neconstantă. Să se arate că f nu are limită în 
punctele co, —o0. 


Soluţie. Conform ipotezei există T > 0 astfel încit f(z-+ T) = f(z) pentru orice 
a e R. Deoarece f este neconstantă, există a, b e [0, 7] astfel incit /(a) + f(b). Conside- 
răm şirurile dp =a+n7, za =b+nT, n>0. Evident,z'p — co, 2% — co şi fl) = 
= Ha + n7) = flo), fn) = [0 + nT) = fb), deci lim f(z'a) 2 lim f(z*n). Aşadar, f nu 
are limită în punctul co. Se procedează similar pentru — co. 

Observaţie. În particular, funcţiile cos, sin nu au limită în punctele co, —00. 
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15. Să se arate că funcţia f :R = R, f(z) = es(i + 2sin z) nu are limită spre -t-co. 


Soluţie. 2 nn co, za = — = +4 2nn— co şi f(z'n)= 6” — co, f(z%p) = —c0, 


deci lim (2) nu există. 


16. Fie f,g:D—R două funcţii şi « e E un punct de acumulare pentru D. Presu- 
punem că ezistă lim f(z) = 0 şi că g este mărginită intr-o vecinătate a punctului a. Să se arate 
că lim (fe) (2) = 0. Ca o aplicaţie să se arate că: a) lim Sin 2 — 0; b) lim zk sin E PRE 
aa so 2 ao = 
s x>0 
= 0 (k> 0, real); e) lim e*(1 + 2sin)=0. 
Soluţie. Fie an — « un şir oarecare de puncte din DN(a), deci f(zn) — 0. Deoarece 
funcţia g este mărginită într-o vecinătate U a lui a, şi cum zn e U pentru orice n > N 
(N convenabil), rezultă că sirul (4(zn))n>N este mărginit, deci 


(fe) (an) = fan) * tza) — 0, adică lim, (/ș) (2) = 


a) Luăm D= (0, co), fa) = A+ et) = sin 2, a= ce. 


»b) Luim D= (0, 1), f(z) = 2, e) = sin 4, «=0. 


e) Luăm D= (—00, 0), f(z) = 0%, pa) =1+ 2 sin a, = —o0. 


Capitolul Il 
FUNCŢII CONTINUE 


Ideea de continuitate a unei funcţii s-a desprins din reprezentirile intui- 
tive asupra proceselor în desfășurarea cărora nu apar salturi, ruperi. Noţi- 
unea matematică de continuitate cere o definiţie precisă, care să conducă 
prin raționamente corecte la degajarea proprietăţilor funcţiilor continue, 
importante in aplicaţii şi în dezvoltări teoretice ulterioare. Conceptul de 
funcţie continuă s-a definit relativ tirziu şi este datorat în principal lui 
A. Cauchy (1789—1857), B. Bolzano (1784 —1848) și G. Darboux (1842-1917). 


$ 1. Funcţii continue într-un punct; funcţii continue pe o mulțime 
1.1. Punerea problemei 


Considerăm citeva exemple. 


1) Presupunem că pe o axă se mişcă uniform un mobil care la momentul t = 0 se atlă 
1n origine. Dacă viteza, presupusă constantă, a mobilului este v, atunci notind cu s() dis- 


tanţa parcursă de mobil în timpul 4, rezultă că s(t) = v-z, V: 20. Graficul acestei funcţii 
2 :(0,00) — R este indicat în figura III.1. 


2) Considerăm funcţia U :R—R definită prin 


_[ 0, dacă <te î 
ui = | i anca 3 e te fixat, : 


avind graficul în figura 111.2. (4 > 0 fiind o constantă 
intervalelor deschise sau semideschi 


exemplul 1 funcţia s nu are salturi, graficul este „neintrerupt“. 
funcţia U are un salt, sau o discontinuitate, cum se spune, în punctul fe. 


s 


). Reamintim că săgețile corespund, 


În exemplul 2" 


Fig. MILA 


Fig. UL. n 
100 


3) Funcţia f:R—R definită prin 


ma ţt dacă zp2 

3, dacă z=2 

are limită în orice punct, inclusiv în punctul z = 2, 
dar intuitiv ea nu poate fi considerată continuă în 
punctul z = 2 (figura I11.3). 

4) Dacă f:E—R esteo funcţie șia e E(E CR) 
este un punct fixat, calculul lui f(a) poate prezenta 
mari dificultăţi în unele cazuri. Din acest motiv este Fig. 1.3 
citeodată util de a se proceda în modul următor: 
se consideră o aproximare d aa, b e E şi se calculează f(b). Întrebarea naturală caro 
se pune este: aproximează oare f(b) pe f(a)? Dacă da, putem evalua eroarea comisă? 
Sau putem alege o aproximare b ax a suficient de bună astfel incit eroarea |/(0) — f(a) | 
să fie mai mică decit un număr pozitiv arbitrar fixat dinainte? 

Răspunsul la aceste întrebări este afirmativ dacă f verifică așa-numita proprietate 
de a fi continuă în punctul a, proprietate ce va fi definită în cele ce urmează. 


1.2. Noţiunea de funcție continuă într-un punct 


Vom fixa în cele ce urmează următoarele entităţi: 

3) o funeție reală [:E—R(ECB); 

») un punet a care aparține lui E. 

Ne va interesa nu numai comportarea lui f în vecinătatea punctului a, 
dar şi în punctul a. 

DEPINIȚIA ML. 1. Funcţia (se numeşte continuă în punctul a 
dacă pentru orice vecinătate Y a punctului /(a) există o vecinătate U a pune- 
tului e,astfel încit din faptul că z € UNE să rezulte (1) € V. 

Dacă funcţia f nu este continuă în punctul a ea se numeşte discon- 
vinu în acel punct. Dacă a este un punct izolat al lui E (adică există o 
vecinătate U a lui a astfel incit UNE = (a)), atunci condiţia anterioară 
este îndeplinită automat şi f rezultă continuă în punctul a. 

Să presupunem acum nu numai că a € E, dar că a este şi un punct de 
acumulare pentru E (deci există un şir de puncte a„ E Ea), astfel incit 
a, — a). Atunci definiţia III.1 este echivalentă (folosind definiţia 11.4) cu 
faptul că limita funcţiei f în punctul a există şi este egală cu f(a), adică 


w tim f(2) = flo). 


în cazul cînd E = (a, 6], faptul că f este continuă în punctul a revine la 
aceea că există limita lim. f(2) și aceasta este egală cu f(a). În mod similar, 
a, => 


f este continuă în punctul f dacă și numai dacă lim f(z) există şi este 
2-95, <a 


egală cu f(6). 
Dacă funcţia f este continuă în fiecare punct al mulţimii E, atunci ea se 
numeşte continuă pe mulțimea E. 
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Reţinem că pentru a pune problema continuității sau discontinuităţii unei 
functii într-un punct este necesar ca funcţia să fie definită în acel punct. 

Un rezultat important îl consituie 

TEOREMA 1 (de caracterizare a -continuităţii într-un punct) 
E—R şi a € E. Sînt echivalente următoarele afirmaţii: 

1%. Puneţia / este continuă în punctul a; 

2". Pentru orice şir zu—a, 2, € E, n >0, şirul (/(z,))nze este conver- 
gent şi aro limita f(a); 

3. Pentru orice c >0 există 3 >=0 depinzind de « asttel încât din faptul 
că |z—a|<3, 2 E să rezulte If) — fila) | <e 


Fie 


Dacă a este un punct izolat al mulţimii £, atunci afirmaţiile teoremei 
sint verificate întotdeauna. Dacă a nu este un punct izolat al mulțimii E, 
demonstraţia repetă pe cea dată la teorema 11.6, pag. 53, 55 (echivalența 
condiţiilor a, d, c), inlocuind cu f(a), şi nu o vom relua aici, 

Avantajul de a dispune de mai multe proprietăţi echivalente constă în 
faptul că unele rezultate privind funcţiile continue se demonstrează mai 
simplu utilizind una sau alta din caracterizările pe care le avem acum la 
indemină. Afirmația 3* se mai poate enunța astfel: pentru orice e >0 există 
3 >0, astfel incit de îndată ce z este o 3-aproximare pentru a, f(z) să 
fie o e-aproximare a lui f(a). 

Să romarcăm că proprietatea de continuitate a unei funcţii într-un punct 
este locală, depinzind doar de valorile ei intr-o vecinătate a punctului. 

O funcţie poate să fie continuă intr-un punct a şi discontinuă intr-un 
punct oricit de apropiat de a. 

Un alt fapt remarcabil îl constituie proprietatea unei funcţii continue de 
„păstrare a semnului pe o vecinătate“, anume: Dacă /: E -+ BR este continuă 
în a şi f(a) >0 (respectiv f(a) < 0), atunei există o vecinătate 77 a punetului a 
asttel înett /(z) >0 (respectiv (2) < 0) pentru orice z E UNH. într-adevăr, 


să notăm A = f(a) și să presupunem A > 0; alegind vecinătatea V =. ai) 
a punctului >, există o vecinătate U a hii a astfel incit pentru orice ze UNE 
să avem f(2)€V, adică [(z) >A >0 (se procedează similar dacă A 20). 


Presupunem că viteza unui mobil este funcţie continuă de timp. Dacă este 
strict pozitivă la un moment tp, ea rămine strict pozitivă într-o vecinătate a 
lui te (în particular, mobilul nu poate fi oprit instantaneu, ceea ce explică de 
ce proprietatea anterioară este numită proprietatea de inerție a funcțiilor 
continue). 

Înainte de a trece la exemple, stabilim un criteriu util de continuitate, 
folosind limitele laterale. Fie f: E—R şi a € E. Dacă în punctul a există 
limita la stinga f(a — 0) şi în plus f(a — 0) = f(a), atunci se spune că f este 
continuă la stinga în punctul a. În mod similar, dacă există fa +0) şi 
fta +0) = fa), atunci funcţia f se numește continuă la dreapta în a. 
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Are loc un rezultat analog teoremei III.1 pentru funcţiile continue la 
dreapta (respectiv la stinga), pe care nu-l mai'explicităm şi care se demon- 
strează (cu modificări evidente) asemănător teoremei III.1. 

"Trebuie remarcat că, dacă E = [a, f],-atunci continuitatea funcţiei f în 
punctul a (respectiv f) este echivalentă cu continvitatea la dreapta în pune- 
tul a (rospectiv la atinga în punctul 6) a funcţiei f. Se poate intimpla ca f să 
fie continuă la stinga în « fără a fi continuă la dreapta, sau invers. De exem- 
plu, funcţia f(z) (5 illa 

2, dacă z>1 
dar nu este continuă la dreapta în acel punct. Dacă însă f este continuă și 
13 stinga şi la dreapta în punctul a, atunci, raţionind ca la teorema 11.7, rezultă 
condiţia (1) indeplinită și deci f este continuă în a, ceea ce arată coerenţa 
definiţiilor date. 

Aşadar, dacă pentru o funcţie f: E — R şi pentru un punct a € E, care 
este punct de acumulare pentru EN(—ce, a) şi pentru EN(a, co), există 
fa —0) și f(a + 0), atunci 


f este continuă în a dacă şi numai dacă [ia — 0) = [ia +0) = flo). 


este continuă la stinga în punctul a =, 


Obseroaţie. Se poate pune următoarea întrebare: dacă g : £ — R este o funcţie continuă 
pe LE și dacă b 6£ E, există sau nu o funcţie G:EU (b)—+R astfel incit G(z) = ala), 
Vaze E şi Gsă fie continuă în punctul b? În caz afirmativ, se spune că g este prelungită 
prin continuitate în punetut b. Remarcăm că dacă există şi este finită limita 1 = lim g(2), 


atunci definind G(b) = 1, funcţia G prelungește funcţia g prin continuitate în punctul b. 


Dacă o funcţie f: E— R nu este continuă într-un punct a € E, deşi 
limitele laterale în a există și sint finite, atunci se spune că a este un punct 
de discontinuitate de prima speţă pentru funcţia f; punctele de discontinuitate 
care nu sint de prima speţă se numesc de speța a doua. Se poate arăta că 
jdiscontinuităţile unei funcţii monotone pot fi numai de prima speţă. 


Ezemple 


1) Funcţiile polinomiale, raţionale, trigonometrice, exponenţiale etc. sint continue 
pe orice interval pe care sint definite. De exemplu, funcţiile f, g, A, RR, f(z) = 2* — 
— 2+7, ala) = sin 22, M(z) = e* sint continue pe R, iar funcţia u:(—00, 0] —+ R, 
u(z) = Va este continuă pe intervalul (—oo, 0). 

2) Funcţia-modul f:R-—R, f(z) = ||, este continuă în punctul « = 
fa — 0) = lim (—2)=0, fla +0) =lim z=0 şi fa) = 10|=0. 

ES 20 
sc 330 
Ca un alt exemplu, studiein continuitatea funcţiei f: (0, co) R, definită prin 


(2) z „dacă 0<zsi 
22 +1, dacă 2>1 


, deourece 
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y=2x01 Pe intervalul deschis (0, 4) avem f(z) = z şi f este continuă, 
iar pe intervalul (1, co), f(z) = 2241 este, de asemenea, 
continuă. Rămine de studiat continuitatea în punctul z = 4, 
Dar f(1 — 0) = lim f(z) = lim 2 = 1, f(4 + 0) = lim f(a) 
sei zii Esti 
3 = lim (22 + 1) = 3 şi [(4) = 4. Deci f.nu este continuă în 


i 
(| punctul z = 4 (acest punct este un punct de discontinuitate 


x de prima speţă pentru /). Graficul lui f este indicat în 


figura IIL.4. 
3) Reluăm exemplele date în 4.1. În exemplul 1, 
Fig. IIL4 s(t) = v-2 este funcţie elementară pentru t > 0, deci este 
funcţie continuă. În punctul £ = 0 ea este, de asemenea, 
continuă. În exemplul 2, funcţia U este constantă, deci continuă pe fiecare inter- 


valele (—co, te), (to, co), iar în punctul £ = 4, este discontinuă (de prima speţă). În fine, 
funcţia / avind graficul în figura III.3 este continuă pe mulțimea RS(2), iar în 
punctula = 2 avem/(2 — 0) = f(2 + 0) = 1 întimpce f(2) = 3, deci f nu este continuă 
în acest punot (avind o discontinuitate de prima speța). 
4) Considerăm tuncţia f:RN(1)—R, definita prin 
a 
Pa [7 dacă 2<1, 
0, dacă z>1 
Deoarece f(1 — 0) = 1, f(1 + 0) = 0, ea nu poate fi prelungită prin continuitate în 
punctul z = 4. În schimb, funcţia g :RN()—R, 
a „dacă z<1 
aa = | 
2 — 2, dacă z>1 


ponte fi prelungită prin continuitate în punctul z = 4 (definind g(1) = 1) (figura 111,5). 


Fig. 11.5 


5) Dăm un exemplu de funcţie care nu este continuă în nici un punct, anume funcţia 
lui Dirichiet ş:R—R. 
tz) = [ 1» dacă z este raţional 
” 0, dacă z este irațional 
Graficul lui e nu poate fi trasat. 

Dacă aeQ,. alegem zn-+a (cu toţi za e RNQ), atunci ș(z7) = 0 +0 pentru n-—+oo, 
în timp ce ela) = 1. Similar, dacă a ERNQ. alegem 2", — a(cu toţi z*, e Q) şi atunci 
el) =1 şi lim p(2%4) = 1, în timp ce (a) = 0. Aşadar, e nu este continuă în nici un 

no 


punct a e R. Toate punotele dreptei reale sint discontinuități de speța a doua pentru ș. 
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1.3. Operații cu funcţii continue 

TROREMA NI. 2. Fief,g:E—R(ECR) funcţii continue într-un 
punct a E E, respectiv pe E. Atunel tuneţiile f-+- g, f — g fe sînt continue 
în a, respectiv pe E; dacă g(a) vi 0, atunei este continuă în a [roxpectiy pe 
EN(zE E lata) =0 E 

Demonstraţie. Conform observaţiei făcute după definiţia UI.1, ne vom 


ocupa doar de cazul în care a este punct de acumulare al mulţimii E. Con- 
form ipotezei, lim f(z) = f(a) şi lim g(z) = g(a). Atunci 
+a = 


iz rd = lim (AZ) = (2) = lim a) E lim gt) = fa) + (a), 


adică lim (fe) (2)=—([4-0) (a) și astfel am probat relaţia (1) din definiţia III.1. 
+a 


Similar se procedează pentru fe şi Tu 


Ezemple 

1) Funcţia f:R=R, [(z) = sin z + 2* este continuă pe R ca sumă a două funcţii 
continue, 

2) Funcţia f(z) = tg z este continuă pe intervalul 7 = (—2. 7) mentru că 


Sin_ 4 două funcţii continue şi numitorul nu se anulează pe J. 
03 2 


E 
(De alttel, în ambele cazuri funcţiile considerate sint elementare.) 
3) Dacă f:£ + R este continuă şi A e R, atunci A/ este continuă :(ca produsul 


este citul'f(z) = 


n 
dintre f şi o funcţie constanta). Orice funcţie polinomială P, P(z) = P2) anzk este con- 
ză 


n 
tinuă pentru că este o sumă finită de funcţii continue, anume P = 2) ax: (in). 
o 


TEOREMA IL. 3. 
funcţii reale şi A = go f tuneţi 
punct a € E, şi g este continuă în 
în punctul a. 

Dacă f este continuă pe E, şi g conti 

Demonstraţie. Fie orice şir za — a în E, Trebuie arătat că h(z) — h(a). 
Dar f(za) — b = f(a) în Ea,deoarece f este continuă în a şi mai departe, 
z(f(2a))—>2(6), deoarece g este continuă în b, adică h(za)—g(b)=g(f(a)=h(a)- 

Ultima parte a enunţului este o consecinţă a primei părţi. 

Cu acecaşi demonstraţie se poate stabili o proprietate mai generală, anume: 
dacă a este un punct de acumulare pentru E, şi dacă există lim f(z) = b, 


[: Es Em e: Exo R(Eu E.CR) două 
lor compusă. Dacă f este continuă într-un 
netul & — f(a), atunei A esto continuă 


pe E atunci A este continuă po E,. 


20 
5 e Es, iar g este continuă în d, atunci există lim z(f(2)) = g(b). Plusul de 
+a 
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generalitate este dat de faptul că punctul a poate să nu aparțină lui E,. 
Relaţia anterioară se mai scrie 


lim g(f(2)) = g(lim f(2) 

a za 
şi se citește: orice funcție continuă comută cu limita. 

Considerăm, de asemenea, următorul caz: fie a punct de acumulare al 
mulțimii E, (dar a poate să nu aparțină lui £,) si fie lim /(z) = d, d fiind 
a 
punct de acumulare al mulțimii E,; dacă există o vecinătate V a lui a astfel 
incit pentru z € (VNE)N(a), f(2) 3 d şi dacă lim g(y) există (in R), 
atunci există lim g(f(2)) = lim g(y)- 
aa vo 


Demonstrația se face exact ca mai inainte. 


Ezemple 
Mm rs) 
1) Luind g(u) = eu, rezultă lim e/00 = e*2 şi pentru g 
sa 


in [(), lim sin f(a) = 


= sin lim f(z) ete. 
= 

2) Funcţia 4 : RR, Ma) = e-* este conținuă pe R, deoarece este obținută prin 
compunerea funcţiilor continue a hu = —a2 şi u leu, 

3) Considerăm 7: (0, 00) —+ (0, co), f(z) = Aşi g:(0,00)—R, alu) = înv, a= 0. 

= 
Atunci lim In Î- = lim g(f(z)) = lim în y = —e0. 
area vo 


mo 2 


Teoremele 111.2, 111.3 se extind la sume, produse, compuneri ale unui 
număr finit oarecare de funcţii continue. De asemenea, dacă f, g sint con- 
tinue pe o mulţime. E, atunci se pot considera funcţiile, definite în 1.2.2: 

IFI:E—R, zf); 
max (f,g):E—R, 2 l— max (f(2), g(2)); 
min (f,a):E—R, zi min (f(z), e(2)). 
Teorema care urmează arată că aceste funcţii sint, de asemenea, continue. 
TROREMA II. 4. Dacă /,g:E—R sînt funcţii continue în pune- 


tul a € E (respectiv pe mulțimea £), atunci II, max (f, 2) şi min (f, e) au 
aceeași proprietate. 


Demonstraţie. Funcţia |f | este compunerea gof a funcţiilor continue 
P:E—R, g:R—R unde g(2) = |z| este funcţia-modul, deci |f|= 
= fog este continuă; apoi, este suficient să observăm că max (f, £) = 


(ret If=eD si min (o =tr+e—If-e)). 
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De remarcat că dacă | f |este funcţie continuă, nu rezultă că f are această 
proprietate, aşa cum arată exemplul următor: 


_1 1, dacă zee 
nf dacă zEBNQ 07| 
EXERCIŢII (capitolul III, $1) 


1. a) Să se arate că funcţia f:RN40)—R, f(z) = este continuă în punctele 
= 
z=1şia=—5. 


») Sa se arate că funcţia f:(—c0, 2]—R, f(z) = VI 2 este continuă la stinga 
în punctul 2 = 2. 


2. Fief:(0,31-+ BR, f(a) = ză, Săse arate că există 3 > O astfel incit pentru orice z 
cu |z—411<3 să avem Iflz)—41| < Ls rezultă de aici că f este continuă în 
punctul = 1? 


8. Care din funcţiile următoare f : R— R sint continue pe R: 


aflati e) me = (0 na ai 


bfm=z+lzl 


Sin 2 dacă 240 
1) f(2 = i : 
2 „dacă z=0 


2 „dacă z<0, “ Ş 
o) ft) = i 220 dai oi Dle) = senbein 2); 


0, dacă z<0p 


4) fn) = av; n) n =(9, penca 


4. Să se determine punctele de discontinuitate ale func! 


fa) = | 


:R=R definite prin 
2, dacă zeQ 
0, dacă zeqQ' 


_ [+3 dacă 23 
az „dacă z> 8 


(a) = [2 dacă este raţional , 
27, dacă z este irațional” 


5. Să se determine a e R astfel incit funcţia f: R = R, f| 


să tie continuă în punctul z = 3. 
6. Să se determine constantele reale a și & asitel încit funcţia f :R—R, 
a +a, dacă 22 
TES 
100) [oa în dacă z >2 
să fie continuă pe R şi, în plus, săexiste lim (2) —/(2), 
îm aa 


. 7. Fie f:R-R o funcţie astiel încit |f(z) — 2*|<2|z|, VzeR. Să se arate 
că [(0) = 0 şi că 7 este continuă în origine. 
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8. Să se arate că tuncţiile 
22 , dacă z<0 
:RNI0)=R, = . A 
iaca ia ipac Vu) (ae 
2, dacă z<0 
E:RNWO)=R, sl) = 4 
—, dacă z>0 
z 


nu pot fi prelungite prin continuitate în punctul z = 0. 


sin Î, dacă 240 
9. Se consideră funcţia f:R—R, f(z) = = - Să se arate că: 


0 „dacă z=0 


a) în orice vecinătate a originii există puncte unde f se anulează şi puncte unde 
Pia valoarea 1; 


b) pentru orice A e [—1, 1] există un şir de puncte za — 0 astfel încit f(zn)— A; 


c) nu există f(0 — 0), f(9 + 0), deci z = 0 este punct de discontinuitate de speța a 
doua pentru f. Să se schiţeze graficul lui f. 


1 
z sin —, dacă o 
10. Se consideră funcţia f:R=R, f(2)= pe AO ce atata at 


0 „dacă z=0 
a) f este continuă pe întreg R; 


b) în nici o vecinătate a originii, funcţia f nu este monotonă. 


11. Funcţia ș: R=R, e(2)= [= +a poartă numele de „funcţia de rotunjire“. 


a) Să se traseză graficul acestei funcţii şi să se indice punctele ei de discontinuitate, 
b) Să se arate că „funcţia dinte“ ș:R—R, ș(z) = | p(2)— | 


următoare 


are proprietăţile 
la) = |z| pentru ze 2, 3]: $ este periodică de perioadă 1, ș este 


ă se traseze apoi graficul funcţiei ș. 


continui 


19. Să se studieze continuitatea și să se traseze graficul pentru funcţiile următoare 
new): 


fit DR fe) = m ami 3) PRR, fa) = im E; 
o) PRM =R, fl) lim PEE, a) p:R=a, fa) = tt, 
aan m 


; im i —, 
mo Zn 4 no 1+inz] 


18. Să se dea exemplu de două funcţii reale f, g discontinue pe un interval Z asttel 
incit f + g şi fa să fie continue pe J. 


14. Să se arate că funcţia g(z) = SINE, z și 0 poate fi prelungită prin continuitate 
E 


în punctul z = 0. Aceeași proprietate o are funcţia y(2) — zsin ÎL, 240 dar nu şi 
z 


funcţia f(z) 


sin Î, zxo. 
z 
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$ 2. Proprietăți ale funcţiilor continue pe un interval 


Funcţiile continue pe intervale posedă unele proprietăţi generale care vor 
fi extrem de utile în continuare. 


-24. Proprietăţi de mărginire 


În general, o funcţie continuă nu este mărginită. De exemplu, funcţia 
f:(0, c0)—R, f(z) = z nu este mărginită superior. Ea este definită pe un 
interval nemărginit. Dar şi funcţia continuă g:(0, 1]—R, (2) = nu 

Pi 


este mărginită chiar dacă este definită pe un interval mărginit. 


Fig. UL.6 


Să presupunem că f: D— R este o funcţie mărginită și fie m, M margi- 
mile Ini fm = int f(2) și M = sup [(2)- 
=. =a| 


Se spune că f îşi atinge marginile pe D dacă există un punct a € D asttel 
“incit m = f(a) şi un punct f E D astfel încit M = f(6). Pentru funcţia con- 
tinuă f:[0,c0)—R, f(z) = 6%, marginea inferioară este m = 0 şi nu este 
atinsă pentru că nu există a>0 astfel încit e-* =0. Similar, pentru funcţia 
s(z) =1 — f(2), nu este atinsă margihea superioară M = 1. 
Are loc totuşi următorul rezultat fundamental, iar exemplele ariterioare 
arată că este esenţială condiţia de compactcitate pusă intervalului de definiţie. 


TEOREMA Ul. 5. (icorema lui Weierstrass de mărginire). Orice 
tuncţie continuă pe un interval compact este mărginită și își atinge marginile. 


Demonstraţie. Fie [:1—R, I =(a, 5] 0 funcţie continuă. 

Arătăm mai întii că feste mărginită. Presupunem, prin absurd, că / nu ar fi mărginită, 
şi pentru a fixa ideile presupunem că f nu este mărginită superior. Atunci, rezultă că 
există un şir (zn)n>o de puncte din [a, 8], cu proprietatea că f(zn)=yn—+00. Şirul (zn)n>0 
fiind conţinut în [a, d] este însă mărginit, deci aplicind lema lui Cesar6 (pag. 47) deducem 
existenţa unui subșir convergent (z4,)„zo către un punct u care în mod necesar aparţine 
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lui (a, 8]. Funcţia feste continuă în punctul w,deci lim f(y,) =/tu), dar şirul (n) 
ma 


(7 (7hn))nao ca subsir al unui şir, anume (ya)n>o ce tinde la infinit, va tinde el însuşi la 

infinit, adică f(u) — co, ceea ce este absurd căci funcţia f are valori în R. f este mărginită 

superior. În mod similarse tratează cazul în care / ar fi presupusă nemărginită inferior. 
Asadar, am demonstrat că f este mărginită, Fie m, AM marginile lui f pe intervalul 

7 =la.6]. Arâtăm că există «e 7 asttel incit (a) = M' În caz contrar, am avea /(a) şt M 

pentru orice « E şi, ca atare, funcţia pozitivă g:7—R, g(z) = Ea este con- 

= Fla) 
tinuă pe £. Ea rezultă atunci mărginită, adică există M, = 0 astfel incit 


1 
< A — S Ma pentru orice ze 7. 
MPa Se s: 


De aici rezultă f(a) < M — poat Vaze 1, ceea ce contrazice faptul că M — sup f(z) 
Ă ser 


(pentru că M — E - ar fi atunci un majorant pentru valorile lui f şi, ca atare, M nu ar fi 
i, 


cel mai mic majorant al acestora). 


Se arată similar că marginea inferioară m este atinsa, 


Exemple 
1) Puncţia Ț:10, 3] R, f(z).= 32 — 22 este continuă (fig III.7, a); evident 
m=0=7(0) şi M= 2 i r(3) şi am verificat direct că f Iși atinge marginile, Restricţia 


lui f la intervalul deschis (0, 3) nu îşi atinge marginea inferioară. 

2) Funcţia continuă g: (0, 1)—R, g(z) = z este mărginită, dar nu își atinge nici 
una din margini pe intervalul deschis (0, 4) (fig. 111.7, 8). 

3) Dacă A :[a, &]-> R este o funcţie monoton crescătoare, atunci m = h(a), M = 
= h(b), adică marginile sint atinse la capetele intervalului. Similar, dacă h este monoton 
descrescătoare, avem m = (5), M = H(a) (fără a maiti nevoie de ipoteza de continuitate 
a lui 7). 

4) Trebuie remarcat că punctele în care funcţia 7 şi atinge marginile nu sint neapărat 
unice. În exemplul 1, m = (0) = /(3), dar se pot da uşor exemple de funcţii continue 
meconstante avind marginile atinse chiar într-o infinitate de punete. 


y 


7ig. 11.7 


Presupunind viteza unui automobil continuă, ca funcţie de timp, din 
teorema [11.5 rezultă că în orice interval de timp 7 compact există o cea mai 
mare şi o cea mai mică valoare a vitezei (extremele globale ale vitezei po 7). 
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2.2. Proprietatea valorilor intermediare (a lui Darboux) 


O proprietate a funcţiilor continue care apare evidentă din punct de 
vedere intuitiv şi poate părea caracteristică funcţiilor continue (ceea ce nu 
este adevărat) este aceea de a „nu sări valori“. 


DEFINIȚIA II. 2. Pie / un interval. Se spune că o funcţie f: /— 
—R are proprietatea lui Darboux pe intervalul / 
dacă, pentru orice puncte z, < za din 7 şi oricare ar fi numărul c situat între 
[(z) şi (za); există cel puţin un punet E € (z,, 74) asttel înctt f(£) = 

Cu alte cuvinte, o dată cu valorile luate în două puncte ale intervalului E 
fancţia zi—>f(z) ia şi toate valorile intermediare, atunci cind z parcurge 
intervalul dintre cele două puncte. Trebuie 
remarcat că această proprietate nu este legată 
de compacitatea intervalului de definiţie. 

Intuitiv, dacă f este o funcţie continuă pe 
un interval (a, d] şi f(a) 7 f(0), atunci orice 
dreaptă y = e situată între dreptele y = f(a), 
y = f(b) intersectează graficul neintrerupt al 
lui f cel puţin o dată (figura 111.8). Dar aceasta 
nu poate constitui o demonstraţie. Fig. UL.8 


as 


TROREMA NIL. 6 (a valorilor intermediare), Orice tuneţie continuă 
pe un interval are proprietatea lui Darboux pe acel interval. 


Demonstraţie.  Stabilim în prealabil o lemă, importantă şi prin ea însăşi. 


LEMĂ: Dacă ș :[a, 5] R este o funeţie continuă şi q(a): (0) <0, 
atunci oxistă cel puţin un punct E € (a, b) astfel încît ș(€) = 0. 


Demonstrația lemei. Pentru a fixa ideile, să presupunem că (a) <0 şi 
96) >0. Fio A = fr Ea, 5] |e(z) < 0). Mulțimea A nu este vidă (căci, 
conforin ipotezei, e(a) < 0, deci a € A) şi este mărginită (căci A C[a, &]). 
Atunci, în conformitate cu axioma lui Cantor, există E = sup A.. Desigur, 
E ela, d]. Afirmăm că q(£) = 0. Într-adevăr, sau E € A sau e 4: 


y y 
» 
- aj a 
At 
a Li 


Fig. 111.9 
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Dacă £ £ A, atunci g() >0 şi, conform ex. 5 pag. 46, există un şir za E A, 
n > 8; avem e(za) < 0 şi e fiind continuă, lim g(z,) — g(E). Rezultă că 


o(E) < 0, contradicţie. Rămine cazul £ € A, deci (E) < 0. Dacă e) <0, 
atunci din continuitatea lui ș în punctul E rezultă existența unei vecinătăţi U 
a punctului £ astfel ca z € U să implice (2) < 0, deci există în particular 
puncte z >E pentru care (2) <0 (deci z€ A), ceea ce contrazice faptul 
că E = sup A. Așadar, în mod necesar, ș(£) —0. 

Trecem la demonstraţia propriu-zisă a teoremei. 

Fio deci f: I—R o funcţie continuă, z, < z, punzte oarecare din inter- 
Valul 7 şi c un număr situat între f(z,) şi f(z2). Considerind funcţia ș : 1 —+ Ry 
definită prin ș(2) = f(z) — e, avem g(z,) - ș(za) = (f(z,) — c) - (f(za) — e) <0, 
deci, conform lemei, există E € [z,, za] astfel încit g(E) = 0, adică f(E) = e. 
şi demonstraţia teoremei este incheiată. 

Dacă viteza unui automobil este continuă ca funcţie de timp şi dacă la 
momentele 4, < t, viteza automobilului are valori distincte v, 4 va, atunci 
teorema III.7 arată că orice viteză intermediară (intre v, şi v,) este atinsă 
la un anumit moment t € (î,, î3). 

Din teorema III.6 rezultă că funcţiile continue transformă intervalele în 
intervale. Mai precis, demonstrăm următorul 


COROLAR. Fie CR un interval și: / — Ro funcţie continuă pe / 
Mulțimea / = f(1) este, de asemenea, un interval. 


Demonstraţie. Avem de arătat că dacă &, B aparţin lui J şia<c<p, 
atunci e E:J. Dacă « = f(z,), 6 = f(za) cu zi, za € I şi z, $ za. Dar, o dată 
cu valorile «, B,fanoţia f ia şi valbarea intermediară c, adică există E între 
Za Și za astfel incit f(E) = c, deci e € J. 

Cu ajutorul corolarului de mai sus se demonstrează riguros surjeotivitatea, 
unor funcţii elementare. De exemplu: fie f: R—R, f(2) = sin z; din faptul 


că H-—3)= — şi r(3)= 1 şi din continuitatea funcţiei f rezultă că 


putem aplica teorema valorilor intermediare. Prin urmare, r([-z. 3]) = 
= 1-4, 3-47, adică aplicaţia f : R — [4,1] este surjectivă. 

In general, dacă marginile m, M ale unei funcţii continue f : 1 -> R pe un 
interval 7 sint atinse, atunci f(1) = (m, M]; dacă nici una din marginile 
funoției nu este atinsă, atunci [(1) = (m, A). Aici m = int f și AI = sup fi 


calculate în E). De exemplu, pentru funcţia (2. a, fi = 


= tg z, avem m= —c0, M=c0, deci r((-2- 3)> ce, co) şi fi 


rezultă bijectivă. 
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Observaţii. 4) Dacă I — (a, V] şi feste continuă pe Z, nu rezultă, în general, că m, M 
sint atinse chiar în capetele intervalului 
2) Dacă / este un interval compact 


if: 1 R continuă, atunci intervalul J = fU) 
este compact, anume J = [m, M). Dacă (a, b) este un interval deschis şi -R 
este continuă, nu putem afirma despre J = /(1) decit că este un interval, fără a putea 
specifica dacă este inchis, deschis, sau închis la un capal; se poale întimpla ca inter- 
valul J să fie compact, sau nemărginit, cum vă puteţi convinge singuri pe exemple simple, 


2.3. inversarea funcţiilor continue 


Sintem acum în măsură să ne ocupăm de problema inversării funcţiilor 
continue. 
Fie f:I—R o funcţie injectivă pe un interval 7. Atunci, notind J=/f() = 
= (fil ze 1), este definită o aplicaţie bijectivă 
f:1—>J (motat tot cu 7). 


Conform corolarului precedent, y 
dacă f este continuă, atunci J este 
un interval. Arătăm că dacă o 
funcție f:I—R este continuă şi 
injectivă pe un interval I, atunci f 
este în mod necesar strict monotonă. 
Într-adevăr, în caz contrar ar exista 
cel puţin trei puncte z, < za < Za 
în 7 asttel încit 

Hz) > Paza), Fra) < [za) (sau ii tacă 

Hz) = Fa), Aaa) > Pa). zi iii 
Ne situăm în primul caz, celălalt caz tratindu-se analog (fig. 111.10). Fie 
Afla), 

2 


atunci A = min (f(z), f(z)) şi B = Aplicind teorema valorilor 


intermediare, există E, € (z,, ze) și Ea E (za, za) astfel încit f(£,) B, 
fă) = B. Aşadar, f(E.) = f(Ea) şi cum f este injectivă, rezultă E, = Ea, 
ceea ce este absurd. 

_ Enunţăm și demonstrăm ultimul rezultat important al acestui capitol. 
În esenţă el arată că o funcţie continuă pe un interval este inversabilă dacă 
şi numai dacă este strict monotonă şi atunci inversa ei este continuă şi strict 
monotonă, adică inversarea funcţiilor continue se face pe intervale de strictă 
monotonie. Mai precis, are loc: 

TBROREMA III. 7. Fie fo funcţie continuă pe un interval 7 și J 

Funcţia f: 1 — J este bijeetivă dacă şi numai dacă este strict 

în acest caz, funeția (1: J — Z este continuă și strict monotonă 


Demonstraţie. Prima parte a teoremei a fost demonstrată anterior (pentru că este evi- 
dent că o funcţie strict monotonă pe 7 este injectivă). Pentru a fixa ideile, presupunem că f 
este strict crescătoare pe Z. Atunci, rezultă că /- este strict crescătoare pe J (deoarece dacă 
ua < us în JI, ua = fl), ua = flza), avem neapărat zi < za, adică fiu) < filua)). 
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8 — Elemente de analiză matematică, el. a XI-a 


Rămine să arătăm că /- este continuă pe intervalul J; fie ya e J un punct oarecare, 
deci e = f(zo) cu ze e 7. Presupunem că yo nu este o extremitate a Imi J (celălalt caz 
tratindu-se similar). 

Pentru a arăta că f- este continuă în yo, aplicăm definiţia III.1 şi fie U o vecinătate 
oarecare a lui z = f-1(y,)..Alegem a, astfel încit (a, 6) U şi a < ze, < f. Cum f este 
strict crescătoare, avem f(a) < flze) < [(8). Alegem vecinătatea Y = (/(a), f(B)) a punc- 
tului /(0). Avem de arătat că pentru orice y e rezultă f- (y) e U; într-adevăr, con- 
form teoremei 111.6, pentru acest y există z e (a, 6) astfel încit y = f(z). Dar atunci 
2 = Fly) aparține intervalului (a, 8), deci şi lui U. 'Teorema este complet demonstrată. 


Observaţie. Teorema 111.7 ne asigură că funcţiile inverse ale funcţiilor uzuale sînt 
continue. Fie, de exemplu, n > 1 întreg şi funcţia f:[0, cc) R, f(z) = zn. Funcţia f 
este evident injectivă şi, conform teoremei, 111.6, este şi surjectivă de la [0, co) la (0, co), 
fiind continuă şi strict monotonă. Ea are deci o inversă, f-1 definită pe [0, co) cu valori 
în [0, co), care rezultă continuă onform teoremei 111.7. Această inversă este funcţia 
radical definită prin f-+ (y) = YY. 


Analog, funcția sin :[- E: E de 1] se poate inversa, iar funcţia inversă, 


2 2 
aresin: [—1, m-[- z, 7] rezultă continuă în virtutea teoremei 11.7. 


Am văzut că dacă f:[a, 6] R este o funcţie continuă care ia valori de 
semn contrar în capetele intervalului, adică f(a)f(b) < 0, atunci ecuaţia 
f(z) = 0 are cel puţin o soluţie E pe intervalul (a, 3), adică funcţia are un 
zerou pe acest interval. Dacă, în plus, funcţia f este strict crescătoare (sau 
strict descrescătoare) pe intervalul [a, 8], atunci soluţia E este unică. 


Ezemple 
1) Funcţia 22 + 4z — 6 = 0 are exact un zerou E situat pe intervalul [1, 2]. Într-a- 
devăr, notind f(z) — a + az — 6, se obţine o funcţie continuă şi, în plus, f(4) = —4, 
142) = 10, deci f(41) 7(2) < 0 şi, în plus, f este strict crescătoare pe intervalul [4, 2]. 
2) Ecuația 2* — 4 — cos z = 0 are cel puţin o soluţie în intervalul [0, 1], deoarece 
punind f(z) = 2 — 1 — cos z, avem f(0) = —1, f(1) =1—ces1>0. 


Dacă f: I—R este o funcţie continuă pe un interval / şi dacă f nu se 
anulează în nici unul dintre punctele intervalului 7 (adică ecuaţia f(z) = 0 
nu are soluţii pe 7), atunci funcția f are în mod necesar un semn constant pe I. 
Într-adevăr, în caz contrar ar exista puncte z, < za pe I astfel incit 
Fiza) * f(za) <0 şi atunci f s-ar anula într-un punct E € (zu, za) care apar- 
ţine lui 7. 

În general, a studia semnul unei funcţii înseamnă a indica mulțimile de 
puncte în care funcţia este pozitivă sau negativă. Vom da o regulă practică 
importantă în stabilirea semnului unor funcţii elementare. Să presupunem 
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că toate zerourile reale ale unei funcţii continue f: /— R sint a, <a. < -.. 
„u < ap <... (ele pot fi în număr infinit). Atunci pe fiecare din intervalele 
(a, as), (aa, as), ---, (apa; ap) ete. funcţia are semn constant şi, ca atare, este 
suficient ca în fiecare din aceste intervale să alegem cite un singur punct și 
să determinăm semnul lui f acolo. 


Ezemple 

1) Stabilim semnul funcţiei f(z) = z3 — z pe R. Zerourile lui f sînt a = —4, as = 0, 
aa = 1. Pe fiecare din intervalele 7, = (—c0, —1), Za = (—4, 0), Za = (0,1), = (1, co) 
funcţia f are semn constant. Alegem E, = —2 7, şi calculăm f(£,) = —6;: apoi 

1 4 

Muam Ba = — EI [ln = tis Lee [= — Îi = 3etuftt) =. 
Aşadar, funcţia f este negativă pe 7, şi 73 şi pozitivă pe I+ şi Ju. 

2) Rezolvăm inecuaţia (zi — 22 — 3)-lg z-< 0. Aşadar, I = (0, co) şi zerourile 
funcţiei f(z) = (2 — 2-— 3)-1g 2 pe sint a, = 1, as = 3. Funcţia f are semn constant 
pe intervalele /4 = (0, 4), Za = (4, 3), Za = (3, co). Luind E. = 5 sI, î=2el, 


= ( 70 he = no 70 fa) <o, 1) > 0. 


Es = 10 e Za avem fl&, 


101 
Ca atare, funcţia / este negativă pe 7, şi răspunsul cerut este z e (1, 3). 


EXERCIŢII (capitolul III, $ 2) 

1. Să se arate că funcţia [:R—R, f(z) = 2? — z este mărginită pe orice interval 
WM, a), a > 1, dar nu și pe intervalul [1, co). 

2. Să se arate că funcția f: (1, 2) = R, f(z) = z* — 2 este mărginită pe intervalul 
deschis (1, 2), dar nu își atinge marginile. 


3. SA se arate că dacă 7 :[0; co) — R este o funcţie continuă şi lim f(z) = 0, atunci / 
: p=ă 


este mărginită, 
4. Să se arate că funcţiile a şi sgn au proprietatea lui Darboux pe intervalele 
(—e0, 0), (0, co), nu şi pe intervale de forma [—a, a], a >0. 


5. Funcţia f: RN(0)— R, f(z) = 2 are proprietatea că f(—1) = —2 şi 74) = 2, 
a 
deci ia valorile —2 şi 2, totuşi ea nu ia valoarea zero. Se contrazice asttel teorema 111.77? 


6. Să se arate că pentru orice funcţie f : R— R continuă şi mărginită există E e R 
asttel încit /(E) = E, 

7. Să se arate că fun 
mulțimile indicate: 

a) f(z) = —2 +62 +20 pe R; 

b) f(z) = 24 + 321 pe[—4, 0]; 

c) fiz) = aznti + be + e pe R (a, d, e fiind constante reale şi n eN); 

1 


d) [(z) = (2 —2)sin x pe E *]. 


e f:R—R următoare se anulează cel puţin o dată pe 


8. Să se rezolve inecuaţiile: 

a) (2? — lg z > 0; b) (22 + az — 5)(25 — 4) <0; c) zsinz>0. 

9. Să se determine a > 0 minim, astfel încît funcţia f:[a,c0)— R, f(z) 
— 1022 + 9 să fie injectivă. Să se studieze apoi continuitatea aplicaţiei inverse /-1 
unde 1 = (a, %), J = f(). 


PI 


10. Fie f:[0, co) = R o funcţie continuă astfel încit să existe şi să fie finită limita 
lim f(2). Să se arate ca f este mărginită. 


E sin —, dacă 240 


11. Să se arate că f(z) = z are proprietatea lui Darboux dacă 


a „dacă z= 
și numai dacă ae[—1, +1]. 
z. dacă z ee, 1) 
2. Fi ES : 
18: Rise (4) ( 23, dacă 2 e RNQNL0, 4] 
terval, dar că f nu are proprietatea lui Darboux. 


Să se arate că f([0, 1]) este un in- 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME REZOLVATE LA CAPITOLUL II 
1. Să se arate că o funeţie [ : (a,b) —+ R este continuă dacă şi numai dacă V z e (a,b), 
avem lim (/(z 4- h) — [tz = 0. 
Soluţie. Aceasta este numai o reformulare a definiţiei. Pentru orice z, e (a, d), 
condiţia de continuitate este lim f(z) = f(z0), adică lim [f(z) — f(za)] = 0 şi, notind 
ea 


Bă 

a — ae =h, lim [f(za + h) — f(za)] = 0. 
Fâlosind variațiile (sau „creşterile“, cum se mai numesc) Af(z) = f(2) — f(za), Az= 
—2— za condiția de continuitate a lui f1n punctul ze revine Ia faptul că lim, Af(z) = 0. 


2. Să se studieze continuitatea în punctul z— 4 pentru fiecare din functiile | : BR R 
următoare: 


z* „dacă zst 
fl) di 1, dacă 2>47 


„dacă zi 


b) 7la) 
1 „dacă z=1 


e n PET —2 pentru e 0; 700) 


1 1 
0, dacă 1 — i <aci+ d 
4) fi) = 10 10, ăi 
3, în rest bi 
Soluţie: a) Avem f(1 — 0) — lim f(z) = lim 2 = 4; [4 +0) = lim Qz—1)=A4şi 
za Fi Pai 
x<i x<i => 
fa) = 12 =, deci (i — v) = fi + 0) = PU) şi, ca atare, f este continuă, 
b) f4 —0) = lim f(z) = —co, f(1 + 0) = co, f(1) = 1. Funcţia / este discontinuă 
si 
za 


în punctul z = 4. 
c) Funcţia f este detinită şi continuă în RN(0). 
d) Funcţia f este continuă în punctul z = 1 deoarece restricţia ei la vecinătatea 
(+ al duze 23) a punctului z = 1 este constantă, deci continuă. 
10% 10, 
8. Să se arate că dacă [,  : E R sint funoții continue într-un pun't ze E E și dacă 
Tiza)<elze), atunci ezistă B>0 astfel încu f(2) < g(2) pentru orice z € (2 — 8, z,+ 3)NE. 
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Soluţie. Notăm h = g — f, deci h eşte continuă în ze şi h(ze) >0. Atunci h rămine 
strict pozitivă pe o vecinătate a lui ze, adică există 3 > 0 astfel încit h(z)>0, Vvze 
e (20 — 3, 2+3)NE. 

4. Piaf, a: RR două funcţii continue astfel incit [(z) = g(z), V z e Q. Să se arate 
Rămine concluzia adevărată dacă [(2) = a(2), V z e 2? 

Soluţie. Fie a e R arbitrar fixat. Alegem un şir de numere raţionale zp— a. Deoarece 
7, & sint continue în a, avem f(iza) — f(a), alzn) — a(a), şi cum f(zn) = glam), Vn>0, 
rezultă f(a) = (a). Răspunsul la ultima întrebare este negativ, aşa cum arată funcţiile 
flo) = sin nz, ela) = 0. 

5. (Să se arate că peniru orice z e R este bine definit numărul șa) = min | 2 — k | și 


că f 


că funcţia ș : RR este continuă pe R. 


Soluţie. Fixind z e R, p(2) este cea mai 
întreg. Dacă z e (0, 1] se observă că 


anţă posibilă de la z la un număr 


a „dacă 0 das 


ela) = Apoi p(z + 1) = ela, vzsR, 
1 
1 dană 2 <zsi 


deci e este periodică de perioadă 1. Se verifică direct continuitatea lui ș în puncte din 
RNZ, iar în orite punct întreg k, g(k — 0) = q(k + 0) = 0. Graficul lui peste schiţat 
în figura III.44. 


Fig. IILA4 


6. Sa conaiăeră ireapia unitate o : Ru 
0, dacă z<0 
aţa ( 1, dacă z>0" 
Să se arate că e este discontinuă în 2 = O și că pentru orice e > 0 ezistă o funcție continuă 
[:R—R, astfel încu f(z) =.a(2) pentru orice z e (—co, 0) Ule, co). 
Soluţie. Avem lim a(z) — 0, lim a(z) = 1, deci a este discontinuă în z7==0. Conside- 
sa = 
0 „dacă z<0 


1 „dacă z>e 


răm apoi funcţia f(z) = 


A, dacă 0<z<e 
. 


Este evident că f este continuă pe R şi f(z) = o(z), dacă 2 < 0 şi dacă z>e. 
7. a) Fie a < d. Să se arate că ecuaţia (2? + 1) (2 — d) + (4 + 1) (2 — a) = 0 are 
cel puţin o rădăcină în intervalul (a, b). 
2 
RA 
za 2 


b) Fie a <b < c fizate. Să se arate că ecuaţia 


= 0 are 


o soluție” cuprinsă în (a, b) şi o a doua în (b, e). 
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Soluţie. a) Notăm f(z) = (2* + 1) (2 — d) + (24 +1) (z — a). Deoarece f(a) = (a2++ 
+ la —28) <0, fb) = (+ + 1) (b— a) > 0, atunci funcţia continuă f se anulează cel 
puţin o dată pe intervalul (a, 5). 

b) Ecuația este echivalentă în RN fa, b, c) cu g(z) = (2 — d) (2 —c) + 2(z —c) (2 — 
— a) + 3(z —a) (2 —b) = 0. Avem g(a) = (a — d) (a —c) > 0, gb) < 0, (e) > 0 ete. 

8. Să se arate că orice funcţie polinomială de grad impar are cel puţin un zero real. 

Soluţie. Fie f(z) = aoztnti + ajztn +... + aan; pentru a fixa ideile, presupunem 
ao > 0. Deoarece lim f(z) = —c0, există a asttel încit f(a) < 0. Apoi lim f(z) = co, deci 


aa E=) 
există B > a asttel incit /(8) > 0. Aşadar, f se anulează între « şi B, conf. lemei de la 
pag. 444. 

9. Să se studieze semnul următoarelor funcţii: 

a) f(z) = z(z — a) (z — 0), unde 0 <a < b sint constante; 

b) fiz) = (z+ imn(oa, 20; 

c) f(z) = sin z + cos z, z e(0, 27]; 

d) (2) =shz. 

Soluţie. a) Zerourile funcţiei f sint 0, a, b. Pe intervalele (—co, 0), (a, 2) funcţia 
este negativă, iar pe intervalele (0, a), (b, co) funcţia este pozitivă. 

b) Funcţia este detinită pe intervalul / = (—oo, 0). Ea are un singur punct unde se 
anulează, z = —4. Pe ambele intervale (—=, —1), (—1, 0) funcţia f este negativă (are 
semn constant pe fiecare interval şi, de exemplu, f(—e) = (—e + 1):Ine=1—e<0, 


d (că a (ic) Bi i i si 
n 9 


e) Zerourile lui 7 pe intervalul 7 = (0, 2r) sint SE, 7£. Pe intervalele Lo. |. 


Ș 2] funcţia este pozitivă (/3 0), iar pe (2. 2) funcţia este negativă (/< 0). 


d) fa) = m Sa pati Funcţia / este negativă pe (—0o, 0) şi pozitivă 
pe (0, co). 


10. Fie 1 un interval și f: 1 R o funcţie avind proprietatea lui Darbouz. Să se 
arate că: 

a) dacă f nu se anulează pe I, atunci f are semn constant pe I; 

b) dacă f are limite laterale în orice punct din I, atunci f este continuă pe I. 

Soluţie. a) Dacă, prin absurd, f nu ar avea semn constant pe 7, atunci ar exista a, be/ 
asttel încit f(a) < 0, [(b) > 9. Atunci f ar lua, o dată cu valorile f(a), f(P), şi valoarea 
intermediară zero, adică ar exista c cuprins între a, d (deci e e 7), astfel încit f(e) = 0, 
ceea ce contravine ipotezei că f nu se anulează pe J. 

b) Admitem, prin absurd, că f nu ar fi continuă într-un punct z&/; conform ipotezei, 
două din numerele 1; = f(z0 — 0), la = f(ze + 0), f(za) sint distincte. Să presupunem, 
de exemplu, că f(z0) < î» şi fie e = 1, — f(za). Atunci există 3 > 0 astfel încit dacă 


ze (ze — 3, z), atunci ls — c < flo < + = „ adică f(ze) + zi < fl) < fa) + 2 îi 


Fixăm a, e (20 —3, za), deci f(z) > flz) + Ta Deoarece f are proprietatea lui 
Darboux pe 7, o dată cu valorile flze), f(z;), funcţia f ia valoarea intermediară 
Pa) + >: » adică există c e (zi, z0) asttel încit f(c) = (20) + 73 Dar file) > f(zo) + A A 


adică f(2) + îi > fl) + E ceea ce este absurd. A 
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11. Fie f:R=R o funcţie astfel înce |fiz) — [ly)| < VI y| pentru orice 
2, yeR. Să se arate că ezistă a > O astfel incit | z | < a să implice | [(2) | < a. Deduceţi 
că ezistă un punet u e R asttel încit flu) = u. 


Soluţie. Evident, f este continuă pe R. Partea secundă rezultă astfel: se consideră 
funcţia continuă g:[—a, a]=R, g(z) = f(z) — z şi rezultă g(—a)“a(a) = (f(—a) + 
+a) (f(a) — a) < 0 pentru orice z e [—a, a], deci există u e[—a, a] astiel incit g(u)=0, 
adică f(u) = u. Rămine de demonstrat prima parte a enunţului. Pentru g = 0 se obţine 
Ifiz) — 01 <Vizi, deci |flz) | < 70) | + VTzI pentru orice z eR. Dacă nu ar 
exista a ca în enunţ, atunci pentru orice a > 0, ar exista z, |z|sa şi |f(z)lZa: 
Mind a = n,n > 1 întreg, există za, | 2 | < n asttel încit | f(za) | > n, decin s |f(0)|+ 
+ VTal < |70) | + n pentru orice n. Împărţind cu V/ n şi făcind n—rco, se ajunge 
1a o ubsurditate. 


19. Fie f:[a, 5] R o funcţie continuă (pe un interval compact). Să se arate că 
Ve > 0, 38 >0 astfel încit Vaz, yela,d), lz—y|<8să avem |f(z) —fly)|<e. 


Soluţie. Dacă nu ar fi îndeplinită condiţia din enunţ, ar exista c>0 astiel încit V3>0 
şi, în particular, ponteu 3 = Î (n 4 intreg) să existe za, ya ela, 8), ln — in < 
şi Iflz) — fim) >. boia erai lui Cesar6, şirurile (zn)n>1 (Yn)n> 1 fiind mărginite, 
au subșiruri convergente a, E, a: Deoarece | za — da | Z 2, rezulta 


7. Deoarece f este continuă, rezultă / (24) = F(6), [ (yu) = PU6), deci [ (24) — 


— T(n) 0 pentru n = co şi rezultă 0 > e, ceea ce este absurd. 


(Condiţia e — 3 din enunţ se mai numeşte condiţia de continuitate uniformă a lui / 
pe intervalul [a, E]. Atunci enunţul se poale formula astfel: orice funcţie continuă pe un 
interval compact este uniform continuă.) 


Capitolul IV 
FUNCŢII DERIVABILE 


Una din noţiunile fundamentale ale analizei matematice,și în fond ale 
intregii ştiinţe, este cea de derivată, atribuită deopotrivă lui G. Leibniz 
(1640116) şi lui 1. Newton (1642—1727). Această noţiune modelează 
ceea ce s-ar putea numi „viteza de variaţie a unei funcţii“, permite adincirea 
studiului local şi global al funcţiilor şi,in același timp,stă la baza formulării 
matematice a numeroase logi ale fizicii. De altfel, 1. Newton a introdus și a 
utilizat în mod sistematic conceptul de derivată tocmai în legătură cu studiul 
legilor mecanicii. Se intilnesc derivate în studiul vitezei de deplasare a unui 
mobil, vitezei de variaţie a temperaturii unui corp sau a intensității curentului 
electric, în definiţia densităţii liniare a unei bare şi oriunde interesează rata 
vreunei schimbări. 


$ 1. Derivata une! funcţii într-un punct 


1.1. Originea noțiunii de derivată 


Au existat doui probleme, una fizică — modelarea matematică a noţiunii 
intuitive de viteză a unui mobil — şi alta geometrică — tangenta la o curbă 
plană —, care au condus la descoperirea noţiunii de derivată. Am folosit de mai 
multe ori referiri la viteza unui mobil, dar abia acum vom putea da definiţia 
matematică a acestui concept. 

a) Viteza instantanee a unui mobil. Presupunem că pe o axă A se mișcă 
un mobil în sensul pozitiv al axei şi că la momentul £ mobilul se află în punc- 
tul de abscisă (1). Dacă mişcarea este uniformă, atunci pentru orice două 
alte) (a) 


momente î., fa (4, 7 ta) raportul este constant, egal cu viteza v 


a mobilului; în acost caz, se-ştie că s(t) =v-t. Ce se întimplă însă: dacă 
mobilul nu mai are o mişcare uniformă, deşi se mişcă pe aceeași axă A? 
Raportul anterior nu va mai fi constant şi pentru orice momente ti, ta(t 74) 
stta) — alu) 
DEI 
viteza medie a mobilului între momentele respective (de remarcat că nu am 
fixat o ordonare a momentelor î,, tz). Să considerăm acum un moment 4, de 
referinţă. Practic nu există mişcări uniforme, dar pe intervale din ce în ce 
mai mici mişcarea tinde să devină uniformă. Pentru £— to, î 7% tg se poate 
considera că mişcarea mobilului pe intervalul de timp dintre to şi £ tinde să 


raportul dintre distanţa parcursă şi timpul scurs se numește 
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devină uniformă, iar viteza medie res- Pe 8 
pectivă tinde către o caracteristică a e [ ta 
mişcării exact la momentul tg. Aceasta P i 


sugerează definiţia vitezei instantanee a 
mobilului la momentul te ca fiind limita 


(4) vttp) = lim ate), 


ft O st) st) st A 
îm ipoteza că această limită există. stta)-stt,) 
Aşadar, v(t) este limita pentru 1—1p a 
vitezei medii a mobilului între momen- Fig. IVA 


tul îp şi momentul tt. 
De exemplu, în studiul căderii corpurilor în vid s-a dovedit că spaţiul 


parcurs în metri după t secunde este s(t) = dee. Fixind un moment oare- 
care to, viteza la momentul î este 
1 1 a 
A să, 
Li a et 


CCR e ii it 
[at 


a. 1 % 
pa ş lim st + tn) = z8'd=e"te 


te 2 


cceleraţia gravitaţională 


şi viteza la orice moment £ va fi v(7) = g-t (g este 
g 981 m/s). 
În mod asemănător, dacă v(t) este viteza mobilului, la orice moment ?, 
atunci se definește accelerația mobilului la momentul tg ca fiind 
— lim 20 — vito) 
a pede 
în ipoteza că această limită există. Legea fundamentală a mecanicii lui 
Newton arată că la fiecare moment t forţa F(4) care acţionează asupra mobi- 
lului, masa m a mobilului şi accelerația a(t) sint legate prin relaţia F(0) = 
= m-a). 

b) O limită de tipul (1) apare şi într-o problemă pur geometrică, Fie 
f:(a, 5)—Ro funcţie continuă în punctul zg € (a, ?) şi (C) graficul lui f; 
aşadar, punctul Mg de coordonate (o, f(70)) apari C). Pentru grafice 
speciale (de exemplu pentru un semicerc y = RE — 2%, a, E (—R, 8) 
există o noţiune elementară de tangentă și este interesant şi important să 


(o sVRI-) 
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extindem această noţiune. Corespunzător intuiţiei, tangenta în Mo la (C) 
trebuie să fie o dreaptă trecind prin M şi rămine să vedem ce legătură există 
între coeficientul ei unghiular şi ecuaţia y = f(2) a lui (C). 

Alegind un punct oarecare z, 4 za din (a, b) şi notind cu Mu(z, f(z)) 
punctul corespunzător pe (C), intuitiv tangenta în M, trebuie să fie limita 
secantei MM, cînd M, tinde către M,. În termeni precişi, secanta MoM, 
are coeficientul unghiular 


tg a = [fe (fig. TV.2) 
za, — 2 


(a fiind măsura — depinzind de z, — a unghiului făcut de semidreapta MoM, 
cu semidreapta de capăt Mo paralelă cu Oz). Presupunind că există limita 

[E m = lim D= fa), 

me Ru 

aceasta este, prin definiţie, coeficientul unghiular al tangentei în Me la (C). 
(Dacă această limită este -+oo sau —co,tangenta în My la (C) este verticală.) 
Dreapta trecind prin My avind coeficientul unghiular m este, prin definiţie, 
tangenta în Me la (C) şi are ecuaţia 

(3 y — (o) = m(z — 20). 

In cazul semicercului  (fig.1V.3) avem f(z) = V/ RE — 2? şi în punctul 
Molzo, V RE 24) coeficientul unghiular al tangentei este 


usii VIE VE 25 n ia si = 
sea Pa rea (a VA V E) 
—lim (ze + zi) 2 


se RI + VE Va 
Se observă că tangenta în M, la semicerc este perpendiculeră pe raza OM 


ase are coatiatertu! onghinlar Fed 20 VE 8 1, Aceasta arată 
= 


2 
că în cazul semicercului cele două definiţii ale tangentei intr-un punct coincid. 

Se pot da numeroase alte exemple în care apare în mod firesc limita unui 
raport între „creşterea funcţiei“ şi „creşterea variabilei“, ca în cazul limitelor 
(1), (2). Vom reveni la astfel de exemple după ce fixăm citeva definiţii şi 
prime rezultate. 


1.2. Definiţia derivatei unei funcţii într-un punct 

Exemplele considerate mai sus sugerează introducerea următoarei defi- 
niţii fundamentale. Fie o funcţie f:E—R (ECR) şi z, € E, ze fiind tot- 
odată şi punct de acumulare al mulțimii E. Reţinem că f este definită în o 
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DEFINIȚIA IW. 1. 1) Se 
în punctul z,, dacă există limita (în 


une că funcţia are derivată 


(4 m £ -!  motată eu 


2) Dacă deriv 
derivabilă în punctul 


ta f'(x,) există şi este finită se spune că funcția / * 


Observaţii. 1. Se poate intimpla ca f'(z0) să existe şi să fie -+-co sau —o0. 


2. 'Trebuie remarcat că problema existenţei derivatei sau a derivabilităţii nu se pune 
în punctele izolate ale mulţimii £ (dacă E are astfel de puncte!). 

Mai tirziu vom introduce și alte notații ale derivatei. Trebuie remarcat că în studiul 
derivabilităţii unei funcţii într-un punct intervin doar valorile acelei funcţii într-o vecină- 
tate a punctului; se mai spune că derivabilitatea este o proprietate locală (ca și existenţa 
limitelor de funcţii sau continuitatea). 


Presupunem că f'(z0) există; făcînd translaţia z — zo = h, atunci din 
(4) rezultă că 


6) prea) = tim Dat =), 
[ii [i 
sia 
Uneori se utilizează notaţiile Az = z — ay Af = f(z) — 7lae), deci P'(a,) = lim A i 
ax Az 


adică derivata lui f într-un punct ze este limita dintre „creşterea funcţiei /* şi „creșterea 
argumentului în punctul za“ cind aceasta din urmă tinde către zero. Nu vom folosi însă 
nceste notații. 


D INIȚIA IV. 2. Dacă o funeţie n R) este dorii 
pila în orice punct al unei submulțimi FC E, atunei se spune « 


derivabilă pe mulţimea F. În arest caz, fun 


se numeşte derivata lui f pe mulțimea 


A vu f* Opera 


prin care f' se obține din f se numeşte der rea 


Dacă y = f(z), f derivabilă, se mai scrie, prin abuz, = f'(2); uneori se 
i il = (fi, îndi ză 

Su — SI = d (D), indictndu-se în raport 
cu ce argument se face derivarea şi reamintind că derivata într-un punct 


este limita raportului a două creșteri — a funcţiei şi a argumentului. 


folosesc notaţiile echivalente g' 


Dacă f este derivabilă pe E, atunci conform relaţiei (5) avem 


lim 
no 


(6) Lie?) [e He, pentru orice z € E. 
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Ezemple 


1) Fiof:R—R, f(2)—2. În acest caz, f este derivabilă în orice punct din R deoarece 
Wmita 


lim Ma (tie 
no n-o Lă 

există pentru orice ze R. În plus, f'(z) = 1, pentru orice zeR. 
2) Pentru funcţia f:R—+R, f(z) = 24 — z, şi pentru orice z e R, există 
[th — 2) _ sim deh — le aa) 

n 1-30 h 

32% + zh + 0 — h 

n 


= 


[la + h) — fl) = 
h 


pt) = im 


= lim = lim (32 + 3zh + —1)= 921, 
n-o 130 
deci f este derivabilă pe R. 


3) Reluind studiul mişcării pe o axă a unui mobil, relaţia (1) se scrie u(te) = s'(t9), 
adică viteza instantanee la momentul ta este derivata spaţiului în acel moment (în ipoteza 
că funcţia £|—>a(t) este derivabilă în 10). 


1) Studiem, aplicind definiţia IV.4, derivabilitatea funcţiei f:R—R, f(z) = |z| 
i 


în punotul z = 0. Aceasta depinde do existența limitei raportului (2) Lzl în 
E 2 
punctul z = 0. 
Avem lim LE! — im ZE = —4 şi dim LEL = dim -£ = 1, deci limita raportului 
e e a mai m ma e 
za Ezz) Es<ă => 


fane nu există în punctul = 0 şi, ca atare, funcția-modul nu este derivabilă 
FI 
în origine (deşi este continuă în origine). 


înainte de a da şi alte exemple, stabilim două rezultate teoretice impor- 
tante. 


TROREMA IV. 1. Orice funeţie derivabilă într-un punct este continuă 
în acel punct 


Demonstrația este imediată: Presupunem că f: E — R este derivabilă 
în punctul z,€ E, deci limita (4) există şi este finită. Din relaţia 
fa) — fo) = Da) (a — 20); 2 7 ao rezultă lim (f(z) — fl) = 

22 că 
tim Flea). 

m mar 

este continuă în zg 


lim (2 — 20) = ['(zo) -0 =0, deci lim f(z) = f(zo), adică f 
Eat Esi 


Reciproca teoremei IV.A este în general falsă, aşa cum o dovedeşte exem- 
plul funcţiei-modul în origine. 

în studiul existenţei limitei unei funcţii într-un punct un criteriu util l-a 
constituit egalitatea limitelor laterale. Adaptăm acest criteriu la studiul 
derivabilităţii unei funcţii într-un punct, ținind cont că existenţa derivatei 
înseamnă în fond existența unei anumite limite. 
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DRBFINIȚIA IV. 3. Fie ECR şi zo€ E un punct de acumulare 
pentru E (—ee, ze). Dacă limita 


flo) 


futzo) = dim [ee 


ză 
există (în ÎN), atunci această limită se numeşte derivata la stinga a funcției f 
în punetul zg. Dacă, în plus, această limită există și este finită, atunci se spune 
că f esie derivabilă la stinga în punctul za. 

În mod similar se definesc derivata f4(z) la dreapta și noţiunea de funcţie 
derivabilă la dreapta în ze. 

Direct din teorema 11.7, rezultă 

TROREMA IV. 2. Dacă f: E— BR este derivabilă în punctul z, € E, 
atunci f este derivabilă la stînga și la dreapta în ze şi f;(2z0) = faze) = ["(r0). 
Reciproc, dacă f este derivabilă la stînga și la dreapta în z, și dacă f,(z0) = 
= fălza), atunci f este derivabilă în ze şi f'(z0) = fi(z)- 

Dacă E =(a, 5), faptul că f este derivabilă în a (respectiv b) revine la 
aceea că f este derivabilă la dreapta în punctul a (respectiv la stinga în &). 


Ezemple 
Ă Hz to) 
î- 4) Pentru funcția-modul f:R—R, f(z) = ||, avem [4 (0) - lim = 
x=0 z—0 
z20 
= uim LEL = —4 şi similar, fă (0)=1, regăsim faptul că / nu este derivabilă în punctul 
= 2 
320 


z=0. 


2) Se poate întimpla ca fâ (2), fi (20) să fie egale fără ca funcţia / să fie derivabilă 
în zp. Considerăm exemplul funcţiei f : R— R. 


za „dacă z<0 y 
1 
- AL „dacă z=0 (fig. IV). 
ta) = 2=0 (tip. VA) dal 
ă 2+1, dacă 2>0 (oră) 
; PR! o x 
Aici f4(0) = lim pie PD 8 ti tea, 
=) so a 
320 =>0 
dar funcţia nu este derivabilă în z = 0 (nefiind nici Fig. IV.4 


măcar continuă în z = 0). 

Raţionind ca în teorema IV-A, rezultă că dacă feste derivabilă la dreapta (respectiv la 

stînga) într-un punct 9, atunci feste continuă la dreapta (respectiv la stinga) în acel punct. 

3) Funcţia f:R—R, f(z)= VȚz] nu este derivabilă în punctul e = 0 deoarece 
derivatele laterale, deşi există, nu sînt finite; anume, 

fa 0) = tim PLZ — 700) 

peri 


V2 = co şi fa(0) = lim 
20 
=> 


a<o 
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în exemplele 1, 3 am întilnit funcţii continue care sînt nederivabile într-un punct 
(vom vedea că în celelalte puncte acestea sint derivabile). Exemplul care urmează arată 
că există funcţii care sint derivabile într-un singur punct. 
a, dacă ze 
4) Fie f:BoR, fl) = 00. dacă sq; 
continuă în punctul z — 0 şi discontinuă în orice punct z sf 0. Să examinăm derivabili- 
tatea lui f în punctul z = 0 şi, pentru aceasta, să considerăm raportul 


Se observă uşor că această funcţie este 


= 0, dacă ze 


fa —tt0) | 2-0 
z—0 0—0 
z 


[: 0 — a, dacă zeQ, 270 


i este clar că acesta are limita O cind z tinde către 0, adică / este derivabilă şi /'(0) = 0. 
n punctele z şi 0, f nu este derivabilă (deoarece f nu este continuă în acele puncte), 


5) Se poate acum explica cese înţelege prin mişcare rectilinie, cu piteza funcţie continuă, 
a unui mobil, anume: spaţiul este funcţie de timp derivabilă și cu derivata continuă. 


1.3. interpretarea geometrică a derivatei 


Dacă f:(a, 5) R este o funcţie derivabilă într-un punct zp € (a, d), 
atunci conform formulelor (2), (3), (4) graficul lui f are tangentă în zo (sau 
mai corect în punctul (70, f(zo)), anume dreapta de ecuaţie 

y — Dzo) = m(z — 20), unde m = f'(70). 

Aşadar f'(20) este coeficientul unghiular al tangentei la graficul lui f, în 
punctul (o, f(z0)). Dacă f'(z0) = -+eo sau —co (in sensul că limita (4) este 
egală cu +-oo sau —oo), atunci tangenta în (o f(z0)) este paralelă cu axa Oy. 

Fără nici o dificultate, se poate vorbi de semitangentă la dreapta sau la 
stinga într-un punct la un grafic, în legătură cu derivatele laterale respective 
în acel punct. Geometrie, pentru o funcție derivabilă într-un punct, direcţiile 
semitangentelor la dreapta şi stinga la grafic în acel punct coincid. 

Dacă intr-un punct zo, f este continuă şi avem fa(z0) = -+co şi f,(20) = 
= —e0 (sau invers), atunci punctul z se numește punct de întoarcere al 
graficului lui f (fig. IV.5). 


y Li i IL % 
| 
e, 1 ()) | 
| ! 
4 - — 
L:] LA x Li * x 
Fig. IV.5 
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Fig. IV.6 


Dacă o funcţie f: E—R (ECR) este continuă într-un punct ze € E, 
dacă există ambele derivate laterale, cel puţin una dintre ele fiind finită, 
dar funcția nu este derivabilă în atunci se spune că zp este pune! unghiular 
al graficului lui f (fig. IV.6). Într-un punot unghiular cele două semitangente, 
la stinga şi la dreapta, formează un unghi a € (0, n). 


Ezemple 
4) Seriem ecuaţia tangentoi Ia graficul (C) al funcţiei /(z) — V'2 în punctul e 1. 


ai oma BENE) oma VE=1 = 0 art d 
Avem pu) Vii si PU lim Za a MR EPA Ea 


şi ecuaţia cerută este y — 1 = 2 (2 —4), adică y= E (+4) (tig.IV.7). 
în punctul z=0 graficul (C) .are pe Oy ca semitangentă, deoarece fa (0) = 
= tim [2 710) — ti IV ies a. 


ma 2—0 za e 
=> => 
- Ș m, dacă zs0 
2) Pentru tuncţia f: B'— R definită prin f(2) = if n aaa sea IE 


N 2100) om E 20 și 


140) = lim 
220 


270 2 
x<0 =<o 
fi (0) = tim MELE 0 o uim SIRE 4. 
m e ns 3 
= == 


Atunci y = 0 este semitangentă 1a stinga în origine şi y — 2 este semitangenta la dreapta 


în origine la graficul lui f. Originea este punct unghiular (fig. IV.8)- 


y Vu 
pr? 
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ut că există funcţii continue pe un interval care nu sint 
tervalului. Primul exemplu de acest fel a fost construit 
traordinar. Ulterior s-au dat exemple mai simple, 


ee dopăşesc cadrul acestui manual. Existenţa, așadar, a unei funcţii cu graficul 
da ae tare nu are tangentă în nici îin punct contravine aparent intuiției noastre, 
nene reneşte că intuiţia necenzurată de raţionament poate conduce la erori 
EXERCIŢII (c TV, 31) 
1. Folosind definiţia IV.4, să se studieze derivabilit. 
toare, în punctele indicate 
a) f(z) =22+ 3, ze= 


b) fa) = 


Observaţie. Este bine de şti 
derivabile în nici un punct al ini 
de K. Weierstrass și a produs un şoc ex 


atea funcţiilor f:R— R urmă- 


c) fi) = sin 5, 2 = îi a) [(2) = sean z, ze = 
d) firii n) fie) = za, 2 =0. 


2. Să se studieze continuitatea işi derivabilitatea următoarelor funcţii / : B+ R în 


punctul z = 0; 


a) fim =a+ az e) fla) = lsinzi; 


a + z, dacă 250 a, dacă zs0 
= a = . , 
b) fa) (pete pe pai d la E dacă z>0 
8. Să se arate că funcţia [:R—R. : 
„dacă 240 
fa) = 
0 „dacă z=0 


ne. 
tant, atunci funcţia f:R— R, 


este continuă pe R şi nu este derivabilă în ori 
4. Să se arate că dacă « > 1 este întreg Cons 
aa sin ÎL, dacă 240 
fim = a, 
o „dacă z=0 


este derivabilă în origine. 


p:R=R, ma] 1 + 2» dacă 220, ga se arate că f 
—V/ a, dacă zs0 


este discontinuă în origine şi că fa(0) = fa(0) = «. Se contravine teoremei IV.4? 

6. Folosind formula (6),săse calculeze derivata /” pentru următoarele funcții f RR: 
a) (2) = 2 + 32; b) fl) = 2 — 72 +2; 0) fa) = Piz: d) [(2)— + + EI i 
re în punctele 


5. Se consideră funcții 


7. Să se calculeze derivatele laterale ale funcţiilor f : R—> R următoai 


20 indicate: 
afizd=a+rz-lza=0 d) fi) =z+lz—2l 2 : 
dacă zs0 __ _ [a2a—4, dacă zs1 x 
b) [2 — aaa, dacă 2>0 ăi ona= | m , dacă z>1' pontă 
= nf = VTzi dacă zi pa. 


S)ifishe-tete): ee 2 —4, dacă z>4 


Să se traseze graficele acestor funci 
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8. Să se determine a, b e R asltel ca funcţia f:R—R, 
fa = a—z+1 „dacă z<0 
a sin z+-b cos z, dacă z> 0 


9. Se consideră funcţia f:R—R, f(z) = VIZE 1[. Să se calculeze derivatele 
Taterale ale lui f în punctele 0, 1, —1. 


10. Fie f:R=R, (a) = 2? şi ze — 1. Sa se calculeze coeficienţii unghiulari ai secan- 
telor definite de punctele (0, f(:z0)) şi (e, f(a)) pentru a = 1,5; a = 11; a = 1,05. Ce se 
întimplă cu aceşti coeficienţi dacă a — 17 


să fie derivabilă. 


11. Să se scrie ecuaţia tangentei la graficele funcţiilor / : R —R indicate în punctele 
za respective: 


a) (2) 


d) fa) = Va ze 

b) fin = 2-a 2 e) fl) = sin z, z0=0: 

e) fim) = bor, 1) fa) = z+sinz, ze 

12. Să se determine punctele unghiulare sau punctele de întoari 
[:R=R: 


e 


7. 


e pentru funcţiile 


„ dacă z<t 


——, o 
n) pa) = VI T SE) 
=R, 2 
v) ft) = VER ar) = ASTI 
18. Fie [: RR, f(2) = ( ei că E audă Cup te Să se studieze derivabilita- 


teu lui f şi să se determine punctele unde Langenta la graf 


trece prin origine. 


"14. Să se determine tangentele Ia graficul de ecuaţie y = (z + 4) care trec prin 
origine. Ldem, pentru p == tf 1 


Ş 2. Operații cu funcţii derivabile. Derivatele unor funcţii uzuale 


Am întâlnit deja exemple de funcţii derivabile. Este utilă o sinteză a 
derivatelor funoţiilor uzuale şi se impune stabilirea unor reguli generale 
de derivare a sumelor, produselor, compunerilor ete. de funcţii deri- 
vabile. 


24, Derivatele cîtorva funeșii uzuale 
2) Orice funcție constantă f :R —+ R, [(2) = e este derivabilă pe R, cu deri- 


vata nulă (f'(2) = 0 pentru orice z E R)- 
Se mai scrie 


[UA [= | 
Demonstrația este imediată: f'(z) = lim [Les Mi = lim SE = 
= ei 
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9 — Elemente de analiză matematic, cl. a XI-a 


Vom vedea mai tirziu că și reciproc, dacă o funcţie are derivata nulă pe 
un interval, atunci ea este constantă pe acel interval. 

b) Funcţia-putere f :B — BR, f(z) = 2"(n > 1 întreg) este derivabilă pe R 
şi fio=nm, vzeR. 

Se mai scrie 


(8) ai vaze |. 


Într-adevăr, f'(2) = lim De + 10 tim det a 
n-o [ n-o zi 


Chzn-ih = Câh +... + 


= lim Ludi lim (Cha ++ Cât «e mt 0) = 
0 


0 h 
= Cha = na, VzER. 
= 22, (33) = 322, (70) = 1020, 
€) Formula (8) poate fi generalizată, Anume, pentru orice constantă 
veală r, funcţia putere /: (0,50) R, f(z) = 27, este derivabilă și, în plus, 


în particular, z' =1, (2 


(9) | (37) rar, vaz >0 |: 


ae i ăi E 


Intr-adevăr, (27) = lim lat > lim - 
0 


n=+0 


hyr 
A+ - — 
= a" lim [ -) şi, făcind = ay, (7) = lim = = 
ot 
= ar lim ami — ra, ultima relaţie deourgind din relaţia (45) 
ua 
din capitolul 11, p. 89. 


Aplicind formula (9) rezultă 


way =) = 4 


Această ultimă relaţie are loc şi pentru z <0. În punctul z = 0 funcţiile ş 
F:10,co)=R, f(3)= Vaz şi g:R—R, e(2)= P/z nu sint derivabile 
(deoarece fu(0) = oo; g,(0) = gi(0) =e0). - 

De asemenea, (5) = (74 — 


1 


Vaz0 şi 


(2)) = (ap = 2 — 2 vzz0. 
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d) Considerăm funcţia logaritmică /: (0, 00) — BR, /(z) = In & şi arătăm 
că ea este derivabilă pe intervalul (0, 9) şi, în plus, 


(10) 


Im (2 + hi — In 2 


Într-adevăr, pentru orice z >0 avem f'(2) = lim 
0 


In lim (i a 
no 


e) Funcţiile trigonometrice f, g: R— R, [(2). = sin z, g(2) = cos z sint 
derivabile pe R şi pentru orice a E R, aven 


(U) | sin 2) 


(12) | tes 2 


h 

2 sin - 
Avem, intr-adevar, (sin z)'=elim SINE A) —3in £ „Jim DY 

+0 n n-o 
sin h A A 
= lim lim cos (2 + = -im con (2 + 45) = cos lim (2 + ) cos z 
hd 0 2 no 2 no 
2 


şi, similar, 


y Rasa îi 
E ceea) daf an in[ 2 sin (= + zen i 


; 
(con ada stim, [) [i DI 
sint h Lă 
= — lim lim sin (2 + =) — lim sin (2 + =) = —sin 
0 ho 2 Ro 2 


2 
Am utilizat de două ori limita binecunoscută lim Ba =—1, Am făcut 
= 
mai sus un abuz comod de notație, pe care îl vom mai folosi uneori. Scrierea 
corectă a formulelor (11), (12) este: (sin)'(z) = cos z; (cos)'(z) = —sin z. 


Observaţie. Trebuie tăcută distincţia între numerele /“(z) şi (/(za))', ultimul fiind nul 
ca derivată a unei funcţii constante. Dacă /'există şi este continuă pe un interval deschis 
care conţine za atunci f'(z) = lim /'(z), dar, în general, această relaţie nu are loc 

sea 


(putindu-se întîmpla ca limita ni 


ă nu existe). 
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Pentru funcţia constantă k : RR, h(z) = sin 2 avem W'(z) = 0 şi nu h(z) 


= cos 2; dacă :R = B,/(2) = ata z, atunci (3) 13 con £, iar (2) (i z)) =0. 


Similar, (in 7) = 0 şi (In)/(7) = 7 [este greşit sa se serie (In 7) = 2, reproducind 


mecanic formula (10); de fapt, scrierea corectă a formulei (10) este (In) (2) = 


- A va>o]. 
2 


22. Reguli de derivare 


Vem arăta că pentru funcţii f, g : E-— R derivabile, ECR, funcţiile 
f+a, F—a, fe ete. au aceeaşi proprietate. 


PROREMA 1V.3. Prosupunom că /, g sint derivabile în punctul 
ta € E şi A o constantă. 


Atunci: 
(a) suma [+ g este derivabilă în z, şi + 


U3) (+ a tr) = [iaz + et) |» 


(b) A este derivabilă în ze şi 


(44). Ata) = Arta) |- 


(e) produsul fe este tuneţie derivabilă în z, şi 
5) | vez = Przontaa) + Meoe'tao) |. 


Demonstraţie. a) Notăm O = f + g. Trebuie calculat raportul 
tz) — za) _ (ta) = tz) — (Pre) e tre) tz) — [lzo) e ete) — ez) 


2 — 2 z—2 z— 2 z—2 


pentru z 7 za: Trecind la limită (2 — zo) ambele rapoarte din membrul drept 


Da) — Dia) 


au limită finită, anume f'(0) şi £'(z0). Atunci limita lim există 


ma 2-2 
şi este egală cu f'(z0) + e'(2), adică &'(0) = ["(z0) + £'(za), deci formula (13)- 

Reţinem deci că suma a două funcţii derivabile f, g : E —+ R este o funcţie 
derivabilă pe E şi derivata sumei este egală cu suma derivatelor; altfel scris, 


(6) d+o=r | 
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ante) = es) — 


Relaţia (14) se demonstrează imediat: (Af)/(ze) = lim. 


= A lim [2 —/(20) — 3f'(z); aşadar, 


me 2-20 


a 


adică, o constantă „iese afară“ de sub derivată. Pentru > = —1 avem (—f)y' = 
fi, 

Probăm acum relaţia (15). Notăm 4 = fe. 

(za) = (za) = lim ME tza). 2 lim Pedale) — [ledalzs). = 


SI Di axe z— ze 


— tip UL) = [aal) ce Pleutate) — ste) — im 10) = [20 im gta) + 


ale E pute 
-F [laa) lim E 60 = ptzoatzo) + Dzoe/(20). 
Am folosit faptul că g este continuă în zp (fiind derivabilă în 0), deci 
tim p(2) = alo) 
Saptea totodată că dacă f, pg: E—R sint funcţii derivabile pe £, 


atunci fg este derivabilă pe E şi are loc regula de derivare a produsului 


(UE) We =r-a+r-e| 


ute într-un punct 
ilor [+a AM, fe 


“Teorema este demonstrată. Reţinem că rezultatele obţii 
2 E E conduc la rezultate privind derivabilitatea fun 
pe mulțimea E. 

Prin inducţie după k, se demonstrează imediat următorul 


COROLAR. Dacă [,, fas---+ fu sînt tuneţii derivabile în punctul o 
atunci suma f, + fa + =-- + fu, respeetiv produsul /,fa..„fn sint derivabile în zp 
şi, în plus: 


(ut fak set fatza) = fila) + faze) + «e + iza) și 
(Fulac--(a(zo) => Pitzodfalzo) --- fatza) + itzodfalzo) --- fizo) + 
AF ae Pulizodfalizo) « Peatzo)fizo). 


atu 
Altfel scris, dacă [y, 1 < j <k, sint derivabile pe E, atunci (3 7) Si 


(Fi n) = „fi... fo. De exemplu, pentru k=3, (fit fat fa) = 
=fhi+ LL ++ fe şi Cafafa)” = fulafa + fafafa + Pilela- 
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PEOREMA IV. 4. Presupunem că f şi g sînt derivabile în ze şi că 
a(zo) 4 0. Atunci funeţia-eit este derivabilă în ze și, în plus: 


Lă 
zy _ Piazshataa) — zeta) 
Fi ( -) ae) lao) 
(4 


Demonstraţie. Notăm h = L-; deoarece z(20) 3 O şi e este continuă în o, 
rezultă că g este nenulă într-o vecinătate a punctului zg şi deci are sens 
derivabilitatea citului în punctul ze. 

fa). _ fas) 
pY hay = lim PEZ Mao) — lim —00 ele) 
Are (£] (ma — tea = iama a-i aa 
— Pzo)etz) — via „Uz) — Pleo)letze) — late) — gta) / (ze). 
0)g(2hg(z0) arse (2 — zo)alz)e(a0) 
= lim [FU = tz) _ glie) — atare) 
dim [1210 pag) — 200) 05 pas) 
= Ur(zo)atza) — E (20 f(20 pa 
Demonstrația arată totodată că dacă f şi g sint derivabile pe E şi g nu 
se anulează în nici un punct din E, atunci citul 1 este derivabil pe E și, în plus, 


- = 
alzalzo) 


(20) 


[Eee 


In particular, luind pentru / funcţia constantă 1, rezultă 
24 (E PE 
(d) 7) Lai 


în punctele unde g nu se anulează. 

In acest moment ştim să derivăm funcţii reale polinomiale, funcţii raţio- 
nale, funcţii trigonometrice etc. 

Exemple 

1) Funcţia reală f; RR, f(z) = zi0 + 4% — a + 9 este o sumă finită de funcţii 
de forma azn, deci este derivabilă pe R; în plus, f'(2) = 102* + 2024 — 1, Va SR, apli- 
cind regulile (16), (17), (7) şi (5). 


Similar, pentru funcţia g :R — R, g(2) = —220 ++ 32% — 10z, avem g'(2) = —122% + 
+62 —10,VvzeR. 


A 
2) Pentru f: (0, )=R, [(z)= (z+ V2 avem f(z) = 2 + 2224 x, deci f'(2) = 
= 22 + 3V/z+1,vr>0. 
similar, pentru funcția g:R=R, e(z)= (Ve— 1), avem alz) 
2 i 1 


3 + 


+aWa—1=a2—325 + azi —4, deci sai 54 a aere ate 
şi Va Va 


pentru orice 20. y 
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3) Pentru funcţiile f, g: RR, [(z) = 2%, g(z) = sin z avem f'(2) = 27, plz) =: 
= cos z şi,caatare, (zisin z) = 2zsin z + zicos z,V z e R, aplicindregula de derivare 
a produsului. Similar, (23 cos z) = 82 cos z —a sin z, Vaze R. 


4) Funcţia raţională f:R— R, /(2) = Pa 


4 este derivabilă în orice punct z sR 


. 3x04) 0-22 mi-a 
şi aplicind regula (20), ['(2) = a = ze Funcţia f:RN(—11)oR. 
Tara (Fa A 
E ante derivabilă în ocice punct a st (—4, 1) şi file) m E (1 20030 
= (ea 
a + i 1 e deti 
= — ti. în punctele 2 = —4, e = 1 funcția /nueste detinită şi nu se pune pro- 
blema derivabilităţii lui / în aceste puncte. 
+5) În orice punct unde cos z4 0 avem 
te ap ( sin.) _ (Bin cos 7 — sin z (cos 2), cos z:cos z—sin (sina) 1 
cos 2 cos? e cost z cost a 
aplicind regulile (20), (11), (12). În mod similar, în punctele unde sin z 7 0 avem 
(ctg 2) = (53 a )) 
sin a 


anina — cos mrcon e __4 


sint e sint 2 


).3. Derivarea funcţiei compuse şi a inversel unei funcţii 


Trecem acum la stabilirea altor două teoreme generale de derivare, rela- 
tiv la compunere și inversare. Deosebit de importantă este formula de deri- 
vare a funcțiilor compuse (funcţii de funcţie). In acest sens, are loc 


PBORBMA 1V.6. Fie 7, J intervale şi / Je» J 2 R două funcţii. Dacă f 
ste derivabilă în punetul E I şi g este derivubilă în punctul yo = f(zo), 
atunci funcția compusă G = go foste derivabilă în ze şi C'(z0) = £'(vo) - ["(20). 
Dacă f esto derivabilă po 7, g este derivabilă pe J, atunci go f este derivabilă 


pe 7 și are loc formula 


02 teen = or 


O scriere practică a regulii (22) este: 
G'(2) = fo) fm, Vaze. 


O schiţă de demonstraţie ar fi de a calcula limita citului A utilizînd 


relaţia E 5 St şi făcînd Az—0; rezultă Af/—0, deci 
A a, Re PEȚa a). dati 
A zar pita zetocaeezizi AD 
Insutioienţa acestui raționament constă În aceea că A/ se poate anula 
chiar de o infinitate de ori în vecinătatea unwi punct. 
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Demonstrație. Avem de arătat că 
im EU) = E(f(zo) — e(pt)) « Pta 
pai z—2 

Considerăm funcţia ajutătoare P': 7 —> R, definită prin 


gi) — lv) , aacă ya 
FU) = 


(23) y — vo 


Elo) > dacă = yo- 
Puncţia P este continuă în punctul ye deoarece 


dim Fig) = lim EU E) = gta) = Five): 
Ve dă y—Ye 
Pe de altă parte, pentru orice z 4 ze avem 
(4) arte) — eta) — apa) «D= feo). 
Ep PTSF 
înto-adevăr. ducă [(2) = F(zo), atunci ambii termeni sint nuli, iar dacă f(2) 7 [(ze), atunci 
Ha) % ve şi. conform (23), F(tz)) = e(/(z)) — a), deci relaţia (24) este dovedită 


[a — ve 
în ambele cazuri: Trecind la limită (7 0) în relaţia (24) şi observind că F(/(2))— 
= Fitze) = Pio) = (yo), rezultă că 


crt) = im AU — 80) = ppt) tim DELTU80 — grya)* Pleae 
pară 2 20 . z— 2 
meorema 1V.5 este demonstrată, formula (22) fiind o consecinţă directă a relaţiei 
anterioare. 


Formula stabilită mai sus ne permite să calculăm derivatele unor funcții 
mai complicate, obţinute prin compunerea unor funcţii ale căror derivate 
sint cunoscute. Ea se extinde la compunerea unui număr finit oarecare de 
funoţii derivabile. Astfel, dacă f, g, h sint funcţii astfel incit funcţia HI == 
— n ogo f să fie detinită pe un interval 7 și dacă f este derivabilă în zo € J» 
e derivabilă în f(zo) şi h în punctul g([(z0)), atunci funcţia compusă H este 
derivabilă în zg şi, în plus, 

(25) Hz) = (no go) => hala) - e'(Ptzo)) = P(zo)- 


Demonstrația este o simplă aplicare repetată a teoremei precedente: Anume, 


notind G —gof avem H = hoG, deci H'(ae) = H'(G(z)) -G'(20) şi, ţinind 
cont că G(za) = z(f(za)), G'(zo) = z([tzo)) - P(zo), rezultă formula (25). 
Rzemple 


1) Fie G:R=R, Ga) = (22 + 2, 
p:R=R, (a) = 20 ++ zi alu) — uă, se observ 
= gifla)) - Pa) şi cum c(u) = 3u5, rezultă G'(z) 

“Vaze. 

2) Fie Gina, G(z) = sinaz (a s R, constant). Aşadar, G(z) = sin u(z). unae 
ul) = az, deci Gr(z) => cos u(z)- u'(a) = acos az, va R. Similar, pentru G RR, 
Ga) 2 sint a, avem G(a)= vt(=), unde v(z) = sin aderi G/(2) — 2u(2) * v'(2) — 25in cos 2: 

3) Considerăm H : RR, H(z) = cos? 3z, z E R. În acest caz funcţia H oale com. 
punerea funcţiilor f : RR, f(z) = Bai g : BB, gl) = cos ui hi: Ba, Mu) vi, 
Heci II — hogof. Dar ['(2) — 2, su) — —sin u, 40) = 2 şi aplicind formula (25) 
rezultă H(2) = 2(cos 82) (—sin 37):3 = —3 sin 62, V ze R. 


considerind funcţiile f:R—R, 
no f, deci contorm (22), G'(2) = 
= Pa Pia) = 30 + 2 az 1) 
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Stabilim acum o ultimă teoremă importantă de derivare. Reumintim că 
dacă f: I— BR este o funcţie continuă şi strict monotonă pe un interval 7, 
atunci mulțimea J — ff(z) | z € 7) este, de asemenea, un interval; f:7— J 
este bijectivă şi inversa ei g = /1:J + 7 este o funcţie continuă (conform 
teoremei I11.7). Ce se poate spune despre g dacă funcţia feste derivabilă? 
În acest sens are loc 


TEOREMA 1V.6. Fief:7— Jo funcţie continuă și bijeetivă între 
două intervale. Presupunem că f este derivabilă într-un punct zp€ 7 și ['(20) 40, 
atunci inversa g = [1 este derivabilă în punetul y, — f(z;) şi, în plus, 


26 f Sea 
(46) sr) 


Demonstraţie. Bineinţeles, trebuie examinată existenţa limitei raportului 
„st — etue). ie z—f1 (9); din faptul că y 4 yo 
Y—Ye 
rezultă iz 7 ze şi, în plus, 


cind y tinde către po y 


(27) 0) — ala) — afl) — mr si i 00 
vw Fa) > tra) = fa) 7 A = fa). 
2 — 2 


Făcind y — vo, rezultă g(y) — g(yo) adică z— o şi ultimul raport tinde 
către Pa Atunei primul raport din relaţia (27) va avea limită, deci func- 
0) 


Vin g este derivabilă în punctul . Totodată se deduce relația (26). 


Relaţia (26) poate fi scrisă ca egalitate de funcţii astfel: (Pip 
o 


dacă ipotezele teoremei IV.6 au loc în orice punct din 7. 


Observaţie. Dacă în enunţ renunţăm la ipoteza /'(z0)4 0, se observă din demonstraţia 
anterioară că dacă /'(za) = 0, atunci g'(ys) — co sau —co (după cum / este strici. cres- 
cătoare sau strict descrescătoare), adică în punctul ve = /(za) graficul funcţiei inverse 
are o tangentă verticală. 


Consecințe 


1) Considerăm funcţia r:[- ri 3 aaa detinita prin f(r) — sin 
În orice punct z, € (- r, =) sint verificate condiţiile teoremei 1V.6, deci 


funcţia f-1 = arcsin este derivabilă în orice punct yp€ (—4, 1). În plus, 
aplicind formula (26) şi notind a = sin o, deci arcsin wa — p, rezultă 


iny a LR E, 1 IRA 
(aresin)' (70) Flea) 7 caz VIS VIA Vyo€e(—1, 1). 
Pentru yo = —1 avem z= — = şi f'(20) =0 şi conform vubservaţiei 


anterioare, (arcsin)' (—4) = oo. În mod similar, (aresiny (+1) — eo. 
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Reţinem, aşadar, formula 


(8) 


(aresin' 2) = 


Raţionind în mod similar sau aplicind formula arccos 2 = i — aresin £ 
"a E, 1], rezultă 


(29) | (arcoos z)' = — A 


== i | 


Fie acum funcţia f: (- z, | pe R, f(z) = ta z, care satisface condiţiile 


teoremei 1V.6 pentru Z = (— a: f == „JI = Rin orice punct zo E 7. Inversa 


ei, arotg: R— (- EI = rezulta derivabilă în orice punct yo E R, yo = ta 2 
şi, în plus, 
(arote)'(yo) = i ml = cost za = iaz e 
9 opta) e de o Fii 1 
cost 


d) 
Cu notații schimbate, am demonstrat formula 


(30) (arcte 2) = . vzenR | 


În mod similar, sau aplicind formula arcetg 7 = FE —arctg 2, VzER, 
Y [3 i Li 


avem (arcctg 2) = — e j VzER. 


2) Fie 1=(0,00), I=R şi f:1—J, f(z) =1Im a. Conform teoremei 
IV.6 ale cărei condiţii sint verificate în orice punct za € J, rezultă că funcţia 
exponențială [1 — EXP este derivabilă pe R şi, în plus, Vyo E Rs yo= 
= In 2 avem 


aia maraga ati 
AED i co ae i e 
%o 


Cu alte cuvinte, am demonstrat formula 


(31) (e) =, vzen| 


3) Fie f:R=B, fa) = (n > 1) intreg. Notind 1 =[0, co), J= 
[0, co), avem o aplicaţie continuă şi bijectivă f : 7 —> J, derivabilă în orice 
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punct zo >0 şi f'(0) = nai 7 0. Conform teoremei IV.6, f1 este deriva- 
41 


bilă în yo =f(zo) = 23 şi (PF (yo) = 
EI 


orice z >0 avem (Y/zy= DY 
n 


Aşadar, pentru 


4 
mi noi 


Contorm observaţiei anterioare, funcţia g :[0,00) —[0, co), g(z) = 7 
nu este derivabilă în punctul z = 0 și avem ga(0) = co, dacă n este par și 
2(0) = co, dacă n este impar. 


2.4. Prezentarea sintetică a derivatelor funcţiilor uzuale și a regulilor de derivare 


1. Reguli de derivare (TAră a mai preciza condiţiile în care au loc) 
1 (sf Oa 

20. (fa) = fe+ ei 
o [IyLe=te, 


Li Li 
4 (af) = (Peri (= 


ARE A 
Lil) 


VI. Tabloul de derivare al funcţiilor elementare: 


Funcţia Derivata Domeniul de derivabilitate 
e (constantă) R 3 
Li R 
an, n >4 întreg R 
7, n real cel puţin (0, co) 
Va * (0, eo) 
In e (o, co) 
Lad R 
a, a>0, apt R 
sin z R 
cos z Li 
tg 2 cos 240 
ctg 2 sin 240 
arcsin z (11) 
h 
arccos z (—11) 
arctg 2 R 
arcctg z L.ă 
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Toate aceste derivate au fost calculate anterior, cu excepția derivatei funcţiei 


Ha) = aţa > 0, a 7 1 constant). În acest caz avem în [(2) = 2 Im a şi, derivină în 
raport cu z, rezultă iri i - pri) = Im a, deci f'(2) = tz)" Ina, adică (a) — ax-1n a, 
zi 


vaze R. Funcţia putere poate fi definită şi asfel: 27 — ere, 2 > 0 şi, ca atare, 


(ar) = orimae re = aere A — per regăsim formula (9). 
z = 


“Poorema de derivare a funcţiilor compuse impreună cu tabloul anterior permite obţi- 
uerea următoarelor formule utilizate curent (unde je = u(=) este o funcţie derivabilă). 


"Tabloul de derivare al funcţiilor compuse 


Funcţia perivata 
u w 
un, n > întreg nun su 
ur, r real (u >0) nur = Mu >0) 
ea [0 
II) == > 0 
Vu Wu>0) 2V/ă u>0) 
mu tu > 0) Le (u > 0) 
u 
eu ace i 
a, a>0,api au-u'-in a 
sin u cos zu” 
cos u —sin u-u' 
te u (cos ut 0) (cos uz 0) 
ctg u (sin uz0) (sin uz0) 
aresin ui (4? < 1) tu = 1) 
arccos u (u<1) (m =) 


arc u Se 
au 
ie 


arectg u SE 
g 1 


Adăugăm că dacă u, v sint funcţii derivabile şi u > 0, atunci funcţia ut = ev 
are derivata 


tu») enim (v nu =) = me [rin +v AD 


formulă cara rezultă aplicind teorema de derivare a funcţiilor compuse funcţiei ev ini 


şi inind cont că (e In 4) — vinu: Eee 
u 
incepind din acest moment ar. țrebui să şti 
elementare! 


i să calculaţi di 
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Prezentăm, pe scurt, noțiunea de diferenţială a unei funcţii. 
Fie [: (a. 5) = Ro funcţie derivabilă într-un punct ze € (a, d) - 
Avem 


fi —ft 


z— 20 


Para) = 


deci are loc formula aproximativă = Paza), adică 


(82) Pa) == Pro) + (ie — 2)" Pia), 
sau, echivalent, A/< /'(ze) - Az, în vecinătatea Iui :zo. i 

se numeşte diferenţiala lui f în zg aplicaţia T : RR, T(h) = ['(zo) + h şi se notează 
T = df(za); aşadar, Vh e R, df(zo) (4) — (ao) h 

În cazul particular cind /(z) = , 
Nezultă formula 


(33) af(z) = F'(zo) * dzr(aa) (emalitute de aplicaţii RR). 


Formula (42) se mai si 
ini f aproximează creşterea 1 
relaţia (33) se serie: 


(3) af = [med 


1 şi, ca atare, dz(ze) (îi) = hVheR. 


ie: Af e Țr(za) * Az = d[(ze) (Az); se spune că diferenţiala 
f. Dacă p este derivabilă în orice punet din (a, &), atunci 


coca ce explică notația /'(a) = AL, mmintită Ia pagina 129. 
dz 


Bzemple. 1) Diterenţiala funcţiei [: RR, [(z) = 22 + 222 în punctul ay = 4 este 
aplicaţia 7 = df(1) definită prin T(n) — [()- a T(n) = 7HVheR. 
2) Pentru [:R=R, f(z) = 2-4 sin dz, avem d/= (228 cos dada; similar, 
(a?) = 2 dz; d(sin z) = cos z dz; de es dz. 
Regulilor de derivare le corespund reguli de diferenţiere. Dacă 7 și g sint funcţii deri- 
vabile pe un interval deschis, atunci: 
A+ a) = (7 az = "+ pr Păz + dz = A[+ de; 
Li df— m) = ap— dai Vie, d) = 2df; 
Alfa) = Vaya Va” + [az = [du + pdf: 


[de 


în punctele unde funcţia g este nenulă, a 
e 
Dacă G = glu) şi u = (a) cu 7, a derivabile (ca în Leoremi 
vării funcţiilor compuse se mai scrie: 
46 du aie AC _ 90 du 


G'(2) = afiz)- fa) ct) uta) = az! FF FIE 


2.5. Derivate de ordin superior 


Ric f: E— Ro funcţie derivabilă pe mulțimea E CR, În acest caz cate 
definită derivata f: E—R, zi—>['(2) a funcţiei f. Funcţia / se numeşte 
derivabilă de două ori intr-un punct zo E E dacă feste derivabilă într-o veti- 
nătate a lui ze şi f” este derivabilă în z; în acest caz, derivata lui f! în 
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punctul zp se nuineşte derivata a doua (sau de ordinul doi) a ui f în zo și se 
notează /" (9). Dacă [! este derivabilă pe E, atunci derivata lui f se numește 
derivata a doua a lui f şi se notează cu [”. În mod similar se definesc [” = ([")', 
fiu = (pn)! și, prin inducție, se defineşte derivata de ordin n, [0 = (fi), 
n 32. Uneori se mai scrie aL în loc de fin (2). Prin convenţie se defineşte 
x A 
derivata de Ordin zero fo = f şi derivata de ordin 4, f(W= f” (se scrie uneori 
» de f” şi f) în loc de f”). Dacă pentru orice n EN, funcţia f este 
erivabilă, atunci se spune că f este indefinit derivabilă. 


Exemple 


1) Fie f:R=R, [(a) = 2 + 22 — 202 + 4. Avem f'(2) = 34 + 20 — 20, fa) = 


= 6 +2, [r(2) = 6, [ma = 0vnzA,vzeR. 
Se verifică imediat că tonte derivatele unor funcţii polinomiale sint funcţii polino- 
miale şi derivatele de ordin strict mai mare decit gradul polinomului sint identic nule, 


De asemenea, derivatele unor funcţii raţionale sint funcţii raţionale. 

2) Notind cu D operaţia de derivare, prin care unei funcţii derivabile i se_asociază 
derivata ei, se mai folosesc uneori nptaţiile lui A. Cauchy (1789-1857): D/ = [, Dif = 
= D(D[) a DP = ff, Dif = fm, Vant: De exemplu, Da = 3a%, D(aoh + ast + 
T ueu ch apa <k an) = asa-i -+ aul — Azi +... + ana, Ponteu orice constante 
oale am 0 ks n, Dizt = D(dat) = 12a%, Dre = 5, Vn>i. 

3) Ne propunem să rezolvăm ecuaţia /"(2) == 0 pentru funcția f  R + o f(2) == 6-2. 
în aceast caz, f'(a)= —2a0-4, fr(a) —2:0-mt — 20:0-mt+ (32) = (4 —3)e- 


vzaR și soluţiile ecuaţiei date sint E LA 


4) Arătăm, prin inducţie după n 24 natural, că Dnsin(oz-+9)= an:sin( oz + 4-15), 
2 

unde w şi ș sint constante, Pentru n = avem do probat că D sin (uz q) 

= o sin (ex +e+ 3). adică « cos (az + ș) = & sin (oz e pir 3). ceea ce este 


evident. 
Presupunem afirmaţin dovedită pontru n și avem de arătat că Dn sin(az-+-e) = 


= ati sin (eter E). Dar Dnti sin (oz+ ș) = D(Dn sin (uz + ș) = 


= (onsin (e2 +9+ ')) cani = cos 2 iei "2; este deci suficient să obser= 


văm că sin (2 +e+ fe An 


) = cos (ez +e+ =) ceea ce rezultă din faptul 


că sin (a + 2 cos aVaeR. 


5) Calculăm fi(0) pentru funcţia f:RN(-1)-R, f(z) = 


1_, vnan. 
z+1 i 


Avemft= ff! (0 (22 += 


= tz, pla 


Cai d ie EL) 
(2 Fa era 
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E MEL AL 
DE pa SAR 


şi, prin inducţie, se veritică imediat că 0 (2) 


îm punctul z = 0 avem 7) (0) = (—1)nnl. 
Deci, funcţiile polinomiale, exponenţiale, logaritmice, trigonometrice sint derivabile 
pe orice interval deschis conţinut în domeniul maxim de definiţie, 


EXERCIŢII (capitolul IV, Ş2 
1. Sa sc calculeze derivata următoarelor funcţii / :E — R (indicind domeniul maxini 
de definiţie £ pentru funcţie şi mulţimea F C E a punctelor unde / este derivabilă): 


mr a+i D) ra) m ae ae ii 


c) fa) = sin z+ cos z; 4) (2) = 5z + sin z; 
e) flz) = 220 + cos z; 1) fa) = 2 cos zi 
e) [la =z+m2+azn2; n) [iz = a +Va-Va 
i) fa) = (= pica fi = ama 
a! [i 
„2 = 

) fl) = 7 If) Es 

sinz n) f(x) = sin zcos z+ zi 


m [o area? 
pad 


o) fl) = = 
1 
q) [la = 3shz+eh az; r) [t) = Da: 


3. Să se determine rădăcinile ecuaţiei /(z) = 0 pentru funcțiile următoare / : Z —+ R 
(£2 tiind mulțimea punctelor unde feste definită şi derivabilă): 


a) fo= pt e) fl) = zin zi 


1 fim) = a + cos zi 


2 
d) [el sapa! 

o) fța) = ZE, p) Pa) = sin + cos zi 
d) fa) = ae% n) fl) = ete + ea, 


8. a) Presupunem că f, g:R—R şi că f(z) = (7 + 2):g(2), VzeR unde g este 
derivabilă în origine şi g(0) = 2, g(0) = —A. Să se calculeze /'(0). 


b) Dacă g:R—Rşif(2) = z*g(2) + = a Vaze Rşidacă g este derivabilă în 


2 = 1, e(1) = 1, (1) = 2, să se calculeze f'(1). 
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4. Să: se indice domeniul maxim de definiţie pentru funcţiile / şi /” în fiecare din 
cazurile (vezi enunţul exerciţiului 1): 


a) re) = o na = 32 i 
») ri = ra) = ZE 

e) ra) e) ta) = e 

â) ft) = ( + ja n) rata. 


5. Se consideră funcţiile f, g : R— R definite prin /(2) = 


= a2— zisa) =2+ lz] 
Să se arate că f + gşi /esînt derivabile pe R, deşi f, g nusint derivabile în punctul z = 0. 


6. Să se arate că, deşi funcţia g :[0, co) — R, g(z) = V/ 2 nu este derivabilă în z = 0, 
totuşi funcţia f :[0, 00) — 1, f(z) = zg(iz) este derivabilă în z = 0. 


sin Î, dacă 240 
E: 


e consideră funcţia f:R—R, f(z) = | 


o „ dacă z=0. 
Să se arate că deși / este derivabilă în punctul z = 0, totuşi limita lim /'(z) nu există, 
0 
8. Să se serie ecuaţia tangentei Ia graficele 


ate în punctele respective: 
ay, =; d) y= zi =; 


bjy=z+Vaa=â; e) y=e*, z= 


c)y = 


E r E: 
E, = —2i 1 y=sin2z, a = FE. 
ara * Liza cat lalea 
9. Se consideră funcţiile f,g: RR, f(2) = 20, (a) = —2 + iz + o (o constantă). 
Să se afle e astfel incit graficele lui /şi g să aibă o tangentă comună într-un punct comun. 


ldem pentru f, g :[—6, cl BR, f(a) = 2%, (a) =4—W/a 


zi, c>0. 


10. Folosind regula de derivare a funcţiilor compuse, să se calculeze derivatele func- 
ţiilor următoare (vezi enunţul exerciţiului 1): 


a) fa) = (e — 1; b) f(z) = Vaz 
c) (a) =sin Qz+ 5); d) [(2) = sintz + sin 2; 
e) f(z) = sin? z + cost 0 find =V2 


pH =vi n) fa) = (= + =) 


1) ft) = în = 
1) fai 1 fl) = ip 27: 
m) fa) = în ts 2; n) fl) = dtz e A te zi 
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0) f(z) = sin (cos 2): p) fl) = zVEFI + VAI: 


a) fa) = 23 + te2zi 7) [= ms + 2); 

s) fla)= îi = = 9 ftz) = mn 2); 

w) Hz) = n (2+ VEI); v) fi) = e; 

m fa) = ii; x) (2) = shz + chai 
= (Sa): 2) fa) = stati + 25, 


11. Să se calculeze derivatele următoarelor funcţii f: E —+ R în punctele indicate 
(E fiind domeniul maxim de detiniţie): 


a) fa) = aresin A, =: 

b) fl) = arctg a, za =V5: 

c) fa) = m Et + n/a, 2 
Va 


4) plz) = (+ e arctgz, z=14; 
asin z+b 


e) fa) = „a— E (unde a, b sint constante, a 0); 
bcos z+a 2 

0 fa) = PIERE, au = 0: 

e) fa) = ami, a i. 


12. Să se arate că funcţiile f: (1, 00) — (0, co), g:(0, 00) — (1, co) definite prin 
Pa) Vl 1, a(y)=V/y F 1sint inverse (g = f-4)şi să se verifice că g(f(2)):/'(2) = 1, 
va>14 şi [every = vy>0. 


18. Fie f:R—R, f(2) = 2 + 20 +28. Să se arate că f(2)>0, VvzeR 
şi că feste bijeciivă. Să se calculeze (/-1)' (4) şi să se arate că (f-) (y) > 0, Vy e R. 


14. Să se calculeze: a) diferenţialele d/(ze) pentru funcţiile f:R—R indicate: 
[la = 22 + Sa, 20 = 1 f(a) = VI FA +22, 2 = 0; fl = — a, 2 =0; 

b) diterenţialele d/ pentru f(z)= 2—z; f(z) = z+in(22+4); f(z) = cos 2 — cost z. 

15. a) Să se arate că funcţia y:R—R, z>ylz) = A cos oz + Bsin oz (4, B, o 
fiind constante) verifică relaţia y“(z) + wtwy(2) = 0, VzeR. 

b) Să se afle p, q e R ştiind că funcţia y(z) = e-4 sin 3z verifică relaţia y”(2) + 
+ pa) + aul) = 0, pentru orice zeR. 


c) Pentru ce constantă reală a funcţia y(z) = eax veritică relaţia y(2) + 2y/(2 )— 
— dl) —0, V ze R? ldem, y(z) = zeaz verifică relaţia y"(2) + 4y/(2) + &ylz) = 0. 
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10 — Elemente de analiză matematica, cl. a XI-a 


16. Să se rezolve (în R) ecuaţiile f'(z) = 0 și f*(z) = 0 pentru fiecare din funcţiile 
7: E.— R urmatoare (unde E este mulţimea punctelor unde f este de două ori deriva- 
bilă): 


Dei pna PE 
b) f(z) = ama; h) flz) = exesin z; 
c) fa) = a + inz i) fa) = Vă 
d) f(z) = sin a — cos z; î) fim = 2; 
e) f(2) = Insin a; +) fa) = A sine + A sin 3: 
1) flo) = Ina + 2); fi = arotg E. 
ZZ> 


17. Sa se calculeze derivata de ordin n(n > 4) pentru funcţiile f : E — R următoare 
(precizind mulţimea E a punctelor unde f este de n ori derivabilă): 


a) f(z)= 2 —3z+2; e) f(z) = ea*(a e R constant); 
1 
b) flo) = m; Cehe peri, 
o) fa) = A: a) flo aia 
2 


d) f(a) = sinz; Di 


18. Fie au, a, 

= (a— a) (2 — a). (2 — an) și FER, f(2)= 
unde E = RN(as, a, -.: an). 

a) Să se arate că funcţia f este indefinit derivabilă pe E și că f'(2)<0, Vaze E 

P'| 

Pi 


„ an numere reale, distincte doua cite două, P:R=R, P(z) = 


a Ci a +h.+ 


za za 2 — an 


b) SA se arate că f(2) = pasi şi că P(2): P*(2) < P'(a)', pentru orice zeE. 
(2) 


10. Fief, g:(a,b)-R,a < b două funcţii de n ori derivabile pe intervalul (a, 8). 
Să se arate, prin inducţie după întregul n > 1, că Vz e (a, d), 


(fz)ina) = ZI Cfin-m(a) - gthoa) — (regula lui Leibniz). 
=6 
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plicaţii directe ale derivatelor 


a) Viteza şi accelerația unui mobil 

Considerăm o axă A pe care au fost fixate o origine, un sens și o unitate 
de măsură. Fio un mobil (asimilabil cu un punct de pe A); notind cu s(t) 
absoisa punotului unde se află mobilul la momentul (numită și spaţiul parours 
de mobil) şi presupunind că s este o funcţie derivabilă într-un punot to, atunoi 
se defineşte viteza instantanee v(t9) a mobilului la momentul tg ca fiind derivata 
spaţiului în to, adică 

v(to) = s"(t0). 


Dacă funcţia s este de două ori derivabilă în to, atunci s"(t0) = v'(î) se 
numeşte accelerația mobilului la momentul tg 

Roţinem că într-o mişcare rectilinie viteza este derivata de ordin întti, 
iar acceleraţia derivata de ordinul doi, a spaţiului în raport cu timpul, 

Aceste definiţii constituie o aplicare firească a definiţiei 1.1 la modelul 
fizic considerat. 


Ezemplu 


Presupunem că legea de mișcare a unui mobil pe o axă este exprimată prin relaţia 
a(t) = ectoost, Vrem să determinăm acceleraţia mobilului după 2 secunde și să calculiim 
limita vitezei cind + tinde către co. 

Avem v(t) = s(t) = —et+ cost 4 — ect-sin £ = —0t(cos £ + sin 1) şi a(t) = v(i) = 


= 2e-t: sin 4, deci a(2) m 252 și Jim vi) = —lim 05 ff Bin £ și această limită 
ET] bea e oi 
este nulă, deoarece | E08 + sint] < 2 „Vi (se mai spune că mişcarea se amorti- 


zează pentru t + co), 


b) Intensitatea curentului electric 


Notind cu Q(t) sarcina care trece printr-o secţiune a unui conductor în 
intervalul de timp (0, t], atunci pentru orice momente distinote tu, ta dife- 
rența Q(ta) — Q(t,) este sarcina care a trecut între momentele î,, ta, iar 
cttul A) — 01) oste sarcina medie raportată la intervalul de timp din- 

a în 
tre momentele î, fa. În analogie cu modelul mecanic anterior, dacă fixăm 
un moment fp şi presupunem că funcția Q este derivabilă în 4, atunci 
derivata Q(t,) este viteza de variaţie a sarcinii electrice la momentul 
îi Oro) = lim 0 = 9, Ea primeşte denumirea specifică de intensitate 
pe e 
a curentului electric la momentul te, i(t) — Q"(4). 

Dacă se consideră un circuit electric constind dintr-o inductanţă L,o capa- 

citate C şi o rezistenţă R, tensiunea fiind constantă, atunci din legea a doua 
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a lui Kirchhoff rezultă că intensitatea i(2) a curentului prin acel circuit va 
verifica relația (numită ecuaţie diferenţială). 

Li”) + Ri) + Ci) =0, ve 
Se pune atunci problema determinării funcţiei i(t), cvnoscind L, R, C, ceea 
ce necesită dezvoltări ale aparatului analizei matematice, 


c) Densitatea liniară de masă 

Considerăm o masă materială presupusă repartizată pe o bară, asimilată 
ou un interval (a, 6]. Pentru orice punct z € [a,b] notăm cu m(z) masa por- 
ţiunii cuprinsă în intervalul [a, z). Fixind un punot z € (a, 5), raportul 
ae, 2 % ap reprezintă densitatea medie de masă intre punctele z, za: 


Fig. IV.9 


Pe intervale „mici“ putem presupune că masa este repartizată omogen și 
idealizarea acestui fapt o constituie considerarea limitei 

im ml) — mtze) 

ara Ea pa 


e(70) 


(in ipoteza că există). În acest caz se obţine o caracteristică importantă, 
numită densitatea liniară de masă în punctul zp. Aşadar, p(z0) = m'(20)- 


Ezemplu. Presupunem că pe intervalul [0, 4] este repartizată o masă materială astfel 
încit m(z) == 22 + 3z; atunci densitatea în punctul za = 2 este p(2) = m/'(2) = (820 + 
+ 3) lama = 15. (Uneori în loc de f(a) se scrie f(z) lx-a.) 


tăţile de măsură. 


d) Aplicaţii în economie. Deși în economie apar obi funcţii cu valori discrete 
(costurile şi beneficiile fiind exprimate în unităţi monetare, de pildă în lei), se pot con- 
sidera funcţii continue sau chiar derivabile cu valori în R care le prelungesc, Aceasta por. 
mite utilizarea metodelor analizei matematice. E 

1*. Notăm cu f(z) beneficiul realizat pentru o cheltuială de z lei. Pentru orice 
lă suplimentară de 4 lei, beneficiul suplimentar pe len cheltuit este egal cu 


Bla + 2 Bl=). Dacă 'A este „suficient de m 


dinamică asupra variaţiei beneticiului corespunzător sumei z. Dacă există, limita 


În toate consideraţiile anterioare am omis un 


, atunci acest raport dă o indicație 


pre) = tim BE + A) — Bl) 
a 


se numește beneficiul marginal corespunzător sumei cheltuite «. 

2%. Fie «(p) costul total! pentru producerea a p unităţi dintr-un produs. Pentru a 
putea controla creşterea sau descreşterea producţiei, este util de ştiut cit costă producerea 
suplimentară a încă h unităţi din acel produs; atunci costul pe unitatea suplimentară de 
produs este o a şi limita acestuia cînd h-— 0 (dacă există), adică v(p), 
este un indicator economic important, numit costul marginal al producţiei pentru p unităţi 
ale produsului considerat. 
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Di 


Desigur modelele prezentate sint foarte simplificate, pentru că în realitate funcţiile 
B(z), v(p) pot ri determinate doar empiric, tabelate prin date experimentale și în mod 
necesar trebuie să se ţină cont de prezenţa în model a elementelor aleatorii. 


Observaţii. Uneori viteza (sau, cumse mai spune, rata) de creştere a unei mărimi fizice 
sau economice se dovedeşte a fi Ia fel de importantă ca şi măsura acelei mărimi. (De 
exemplu, este util de ştiut că ai de parcurs 200 km, dar este important de ştiut şi cu ce 
viteză te deplasezi.) Multe teorii fizice sau prognoze economice sint exprimate prin legi 
de creştere care utilizează derivatele unor mărimi alese convenabil. 

Considerăm utilă o sinteză a exemplelor anterioare, arătind cum noţiuni din limbajul 
curent se dovedesc a fi în tond derivate ale anumitor funcţii: viteza este derivataspaţiului 
acceleraţia — derivata vitezei, densitatea liniară de masă — derivata masei ca func 
de lungime, intensitatea unui curent electric — derivata cantităţii de electricitate în 
raport cu timpul, coeficientul unghiular al tangentei la graficul unei funcţii y = (2) 
esto g/(z), costul marginal al producţiei — derivata costului total în raport cu cantitatea 
de produse ete, 


e) Aplicaţii la calcule aprozimative 


Dacă f este o funcţie derivabilă într-un punct zg, am văzut că are loc 
formula aproximativă 


(35) ft) = fizo) + f'(zo) - (2 — 20), 


pentru orice z „suficient de apropiat“ de za. În membrul drept al formulei 
(35) se află o funcţie de gradul I în z şi, de aceea, se mai spune că (35) este 
formula de aprozimare liniară a lui f în jurul punctului zo- 


Ezomple 
1) Pentru unghiuri 0 „mici se acceptă aproximarea sin 0 a 0. Aceasta rezultă direct 
aplicind formula (35) funcţiei f: R— R, /(0) = sin 0 în jurul originii 0, = 0; într-adevăr 
f(0) = 0, f'(0.) = 1 şi, ca atare, sin00. 
2) Indicăm aproximarea liniară a funcţiei f:R—R, f(z) = e* în jurul punctului 
zo = 0. Avem flz)=e0=1 şi f'(20) = exlxao = î, deci Je 
ox ex 4 + (2 —0), adică ex 1 + z (fig. IV. 10). y 
3) Indicăm aproximarea liniară a funcţiei f:R=R, 


(01) 


fa) = nat + 2 + cosz în jurul punctului zo = zi Aici 


lao) Piz) = hm, deci aa + a + cosz e 


sm Era 5) De-a îg. IV.10 


în general, dacă evoluţia unui proces fizic este descrisă printr-o funcţie derivabilă f, 
„a liniariza“ acest proces la un moment te, înseamnă a înlocui f(2) cu aproximarea liniară 
Flto) + F'(to) (£ — ta), pentru orice t dintr-o vecinătate a lui to. 


4) Calculăm cu aproximaţie V/ Sâ şi eenteiu aceasta considerăm funcţia f:(0, o)—-R, 


fa) = V'zşi punctul z> = 9. Avem f'(2) = 


a deci f(20) = E .. Formula (35) devine 


în acest caz /zaV/5+ Ea (2 —9), adică /za E. 


„ deci VS ae Iaz 228,023. 


149 


5) Calculăm cu aproximaţie sin 47* şi pentru aceasta considerăm funcţia r(o, ha. 


flo) = sin 2 şi ae = $. Avem fr(za) = cos 2 |, _m = GE şi, ca atare, sin za VE + 
Ci 


+ VE (ez); pentru = 47 ase 2 Era, avem sin 4 E 


+ uta e 0,7847 (subliniem că în analiza matematică unghiurile se măsoară numai 
în radiani). 


EXERCIŢII (capitolul 1V,$3 


1, Legea de mișcare a unui mobil pe o axă este a(1)= 1 — 21-41, Vr20. Să se 
calculeze viteza și acceleraţia mobilului la momentul + = 1. Cum se explică rezultatul 
obţinut? 


2. Legea de mişcare a unui mobil pe o axă este e(i) = eht:con 26, Vte R. SI se 
determine constanta k ştiind că a“) + 2e(4) + 5a(t) = 0, V't. Apoi să se calculeze viteza 


şi acceleraţia mobilului la momentele + = 0, t= 7 şi pentru £=—+ co. 
8. Legea de mişcare a unui mobil pe o axă este a(t) = 4 — 424 + 4. La ce moment 
acceleraţia sa este nulă? Care este valoarea minimă a vitezei acelui mobil? 


4. Presupunem că masa de repaus a unei particule este m. Dacă viteza particulei 
este v, atunci în teoria relativităţii se arată că masa particulei estem = 
V:- 
: 


(unde e este viteza luminii). Să se determine Ei pentru v = Ze şi sr, dacă v= + o 


şi Ea = 16/3 mpa, 


5. Presupunem că la fiecare moment + cantitatea de electricitate scursă printr-un 
conductor este Q(1) = 2 cos nt. Să se determine intensitatea curentului; la ce momente 
de timp intensitatea este maximă? Dar minimă? 

6. Sa se determine aproximările liniare ale funcţiilor /: RR următoare, în jurul 
punctelor indicate: 


a) fa) =a+22+ 3,20; b) fa +22+5, a=1i 

c) f(z) = 22+2 sin z, z=0; d) f(z) = ex + 22 + cos z, 2 =0: 

e) f(z) = esta — 2 — 38, z= —i; 1) fila) = In + 2+ 1), zo=0. 

7. Bă se calouleze: a) lim 4; b) lim Fiine— cos, «) im /5FE—2, 
= 2 0 PI ETP 


folosind aproximarea liniară a funcţiilor f(z) de la numărător. 
8. Să se calculeze cu aproximaţie: |/4-17, f/35, In 1,41, sin 33%, cos 56%, 
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Proprietățile funcţiilor derivabile 


După cum am studiat în capitolul III proprietăţile generale ale funcţiilor 
continue, adică proprietăţile valabile pentru orice funcţie continuă, tot așa 
vom analiza, în cele ce urmează, unele proprietăţi generale ale funcţiilor deri- 
vabile. În particular, vom da metode de determinare a punctelor de maxim 
și minirh, a intervalelor de monotonie, a intervalelor de convexitate etc. ale 
unei funcţii, în care rolul derivatelor este esenţial. 

Unele din teoremele care urmează sint intuitiv evidente (folosind de 
regulă interpretarea geometrică a derivatei) şi demonstrațiile lor pot fi la 
inceput omise, insistind pe înţelegerea enunţurilor. 


4.1, Puncte de extrem. Teorema lui Fermat 


Într-o serie de probleme tehnice sau economice, şi bineinţeles în matema- 
tică, este important de ştiut care sint maximele și minimele anumitor mărimi 
variabile. După ce problemele capătă o formulare matematică, adeseori ele 
se reduo la-determinarea punctelor de extrem ale anumitor funcţii. Sint nece- 
sare în prealabil citeva definiţii precise. 

DEFINIȚIA 1V.4. Fisăm o luneție (:A—R(ACR). Un punet 
numește punct de maxim relativ (respectiv de mi- 

n in lativ) al lui f dacă există o vecinătate U a punctului x, astfel 
încît pentra orice z E UNA să avem 

(36) [tz) < [laa) (respectiv f(2) > flza)). 

În acest caz, valoarea f(z) se numeşte un mazim (respectiv un minim) 
relativ al lui f. 

Punctele de maxim sau de minim relativ se mai numesc puncte de extrem 
relativ. Dacă inegalităţile (36) sint stricte (pentru orice z E UNA, 210), 
se spune că zp este un punct de extrem strict. 

Valorile funcţiei în punctele ei de extrem relativ se mai numesc eztremele 
relative ale funcţiei. 

Observaţii. 4) Faptul că funcţia considerată: este cu valori reale este esenţial (folo- 
sindu-se relaţia de ordine < pe R). 

y 


As 


Xe _ [:) E x [:) pr 
Ă 
a] minim ratati 3 maxim. relativ e J extreme relative 


Fig. IV.44 
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” 2) 'Trebuie remarcat că o funcţie poate să aibă mai multe punele de maxim şi minim 


relativ, iar un minim să fie mai mare decit un maxim, ceea ce justifică adjectivul „relativ“ 
(fig. IV.41, e). Valorile sup /(2), int f(z) calcuate în R se mai numesc eziremele plobale 


ale lui fpe A. - 
Punctele de extrem relativ se mai numesc puncte de extrem local, deoari 
lităţile de tipul (36) sit verificate nu neapărat pe întreg domeniul de de 
funcţiei f ci numai în jurul lui z- 
În cele ce urmează vom renunţa la ut 
3) Dacă marginea M — sup /(2) este atinsă, atunci orice punct z astfel înctt f(z) 
se. 


area adjectivului „relativ“, 


va fi un punct de maxim (nu neapărat strict). Se poate intimpla ca z, să fie un punct de 
maxim şi totuşi /(z) < M (fig. IV.12, b). Osituaţie analoagă (cu sensul inegalităţi schim- 
bat) are loc pentru marginea inferioară şi pentru punctele de minim. 

Dacă marginea superioară sup f(2) nu este atinsă pe mulţimea A, atunci se punto 


ca tuncţia să nu aibă puncte de maxim (fig. 1V.13). Similar pentru înf f(z), 
xeA 


y y 
0.M)$ î, | 
| | 
> st 
| 4 | 
| 

a 

Fig. IV.A2 
Ezemple 


4) Pentru funcţia f:R—R, f(z) 2 |, punctul ze = 0 este punct de minim, deon- 
rece f(z) > f(za), adică |z|>0 în orice vecinătate a origi 


2) Pentru funcţia f:R=R, f(z) = oz): sin z, punctele 2,0, z= Ei E 


+ 2kx (k e N) sint puncte de minim, iar punctele 2, < 0, z, = = + 2kn(k e N) sint 
puncte de maxim. 
Utilitatea derivatelor apare în mod evident în următorul rezultat: 


TEOREMA IV.7 (teorema lui P. Fermat, 4601 —1065). Pie 7 un inter- 
val desehis şi ze € 1 un punet de extrem (relativ) al unei funeţii /:7 — BR. 
Dacă / este derivabilă în punctul x, atunci f(zi) = 0. 


Demonstrația este simplă. Pentru a fixa ideile, să presupunem că zg este 
un punct de maxim (cazul minimului se tratează similar sau se reduce la 
cazul precedent considerind funcţia —f). Atunci există o vecinătate U a lui 
zo (şi putem presupune că U 1) astfel incit 


(7) fa) < Fizo) pentru orice z€ U. 
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Cum / este derivabilă în a, atunci f'(z0) = fitze) = lim PE [la ș; 
rc aia jel 

Piz) = Fitz) = lim (220, Contorm inegalităţi (37) raportul te) (e) 
si = 


este < 0 (respectiv > 0) pentru z€U, z>z (respectiv pentru zE U, 
2 < 20)» deci f'(3) < 0, (20) 30, de unde f'(z0) =0. 
Observaţii. 1) Dacă 1 nu ar fi fost interval. deschis, de exemplu 7 — (a, &] şi 24 


(sau o = d), atunci teorema nu ar fi fost adevărată pentru că f(z) nu ar fi fost dei 
pentru a < a, respectiv pentru z > d (fig. IV.44), 


Fig. IV.44 Fig. IV.45 Fig. IVA46 


2) Reciproca teoremei Ii Fermat este în general falsă: din faptul că f este derivabilă 
într-un punct ze şi /'(20) = 0 nu rezultă că z este punct de extrem. De exemplu, pentru 
funcţia f(z) = 2% avem /'(0) = 0, dar punctul ze = 0 nu este punct de extrem local pentru 
că feste strici crescătoare (fig. 1V.15). Se mai spune că teorema lui Fermat dă condiţii 
necesare de extrem, dar nu şi suficiente. 


Teorema lui Fermat are o interpretare geometrică evidentă: în condiţiile 
enunțului, într-un punct de extrem, tangenta la grafic este paralelă cu axa 
Oz (fig. 1V.16). 

Dacă f: + B este o funcţie derivabilă pe un interval deschis 7, atunei 
zerourile derivatei f! pe Z sint numite şi punctele critice ale lui f pe I; teorema 
lui Fermat afirmă că punctele de extrem local sint printre punotele critice. 
În practică, pentru determinarea punctelor de extrem ale unei funcţii f 
derivabile pe un interval deschis sau pe o reuniune de intervale deschise, se 
rezolvă mai intii ecuaţia f'(z) = 0. Vom vedea mai tirziu cum putem decide 
care din soluţiile acestei ecuaţii sînt puncte de extrem pentru f. 


4.2. Teorema lu! Rolle 


O funcţie f:[a, Bl R (a < b) se numeşte funcţie Rolle dacă este con- 
tinuă pe intervalul compuct [a, Ș] şi derivabilă pe intervalul deschis (a, 3). 

“Teorema care urmează este o consecinţă a rezultatelor privind funcţiile 
continue şi a teoremei lui Fermat, foarte utilă în aplicaţii. 
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MROREMA IV.8 (teoremalui M. Rolle, 1652-—4749). Fie | :[a,b]— E, 

a < bo tuneție Rolle asttel înctt ((a) = f(b), atunei există cel p et 
e € (a, 2) msttel înett f'(c) =0 

Demonstraţie. Funcţia f fiind continuă (conform teoremei 11.5). este 
mărginită şi iși atinge marginile în Aa BI Fie m = int TOM = sup, fo). 

xela, 

Apar trei cazuri: z 

1. M > f(a). Există un punct c E [a,b] astfel incit V = f(c) (M fiind 
atinsă) și, evident, ca, c 4 b (dacă c —a sau b, atunci M =f(c) ar fi egal 
ou f(a) = [(5), absurd); aşadar, c € (a, 3) şi cum c este maxim local, atunci 
conform teoremei lui Fermat, f'(c) = 0. 


II. m < fa). Se raționează similar. 


III, m= M. Atunci funcţia f este constantă pe [a, d], deci f'(0)=0 
pentru orice c € (a, d). 


COROLAR. Între două zerouri ale unei funcţii dorivabil un 
interval se atlă cel puţin un zerou ai derivatei. 

„Demonstraţie. Fie f: I — R derivabilă pe un interval / şi a,b € I,a<b, 
zerouri ale lui f. Atunci f(a) =0 = f(6) şi putem aplica teorema lui Rolle 
pe intervalul (a, 2]. 


“Teorema lui Rolle admite o interpretare geometrică evidentă: dacă seg- 
mentul determinat e punctele (a, f(a)), (b, [(B)) este paralel cu axa Oz, atunci 
există cel puţin un punct între a și b în care tangenta la graficul lui f este 
paralelă cu axa Oz (fig. IV.17). 


Observaţii. 'Toate condiţiile din enunţul teoremei lui Rolle sint necesare, în sensul că 
dacă s-ar renunţa la vreuna din ele, atunci concluzia nu ar mai fi întotdeauna adevărată: 
a) Dacă / ar fi continuă numai pe intervalul deschis (a, &), exemplul funcţiei 


| 2, dacă z e(0,1] pă 
fl | 4 amca 20. arată că/'nuse anulează pe intervalul (0,1) deşif(0) — f(4) 
(tig. 1V.48) 
si y4 
fta)=1tb) 
[+] 7 
Fig. IVA47 Fig. IV.418 Fig. IV.49 


b) Dacă f(a) si (8), este suticient să considerăm funcţia f(z) = z pe[0, 1] (fig. IV. 19). 
0) Dacă fnu ar fi derivabilă pe întreg intervalul (a, b), concluzia teoremei ar fi falsă, 
aşa cum arată exemplul funcţiei f(2) = | z | pe intervalul [—4, 1]. 
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4.3. Teorema lui Lagrange şi teorema lui Cauchy 


TEOREMA 1V.9 (teorema lui JI. Lagrange, 1736—1813, a creşterilor 


finite). Fie fo tuneţie Rolle pe un interval compact (a, 5]. Atunei există ce(a,d) 
astfel încit 
(38) Fe) — fa) = (6 — a)f'e) 


Demonstraţie. Vom considera funcţia auxiliară F(z) = f(z) + kz, z € [a,b], 
cu k o constantă reilă, pe care o vom determina din condiţia F(a) = F(b). 


Aşadar, f(a) -+ ka = f() + kb, deci k = Ca = pia) . Pentru acest k, funo- 


- ţia P verifică condiţiile teoremei lui Rolle şi, ca atare, există un punct 
e E (a,b) în care F'(c) = 0. Pe de altă parte, F'(2) = f'(2) + k,vze (a, d), 


deci f'(c) + k =0, file) + era), = 0 şi se obţine relaţia (38). 


Observaţii. 4) Relaţia (38) se mai numeşte formula 
creşterilor tinite (sau formula de medie pentru deriva- 


bilitate), Notind 0 = -€ „ rezultă 0<0<1 şi 


[ 

o=a + 0(b — a) şi formula (38) se mai scrie: 
70) — fa) = & —a)-Pla + 0 — a), cu 00 <a, 

2) Ca şi în cazul teoremei lui Rolle, punctul e nu 
este unic. Interpretarea geometrică a teoremei lui 
Lagrange rezultă din interpretarea geometrică a de- Fig. IV,20 
rivatei şi este următoarea: există cel puţin un punct 
o e (a, d) pentru care tangenta la graficul lui f în (e, f(e)) este paralelă cu „coarda“ deter- 
minată de punctele (a, f(a)), (6, F(b)) (tig. IV.20). 


3) Putem aplica teorema lui Lagrange restricţiei lui f 1a orice subinterval [a, ze 
<a, dl, unde a < 2 <b. Atunci f(z) — f(a) = (2 — a) (e) cu e e (a, 2) nu neapărat 
unic, depinzind de zi; uneori se scrie e = ox şi, ca atare, f(z) — f(a) = (2 — a) f/(es). Este 
important de remarcat că dacă z — a, atunci ex — a. 


Iată acum un corolar al teoremei lui Lagrange, care este util în a decide 
derivabilitatea unei funcţii într-un punct. 


COROLAR. Fie /o funcţie detinită într-o vecinătate Y a punetului 20, 
derivabilă pe VN (ze) şi continuă în ze. Dacă există limita A = lim f'(2), atunei 


P'(zo) există şi ['(z0) = A. Dacă limita > este finită, atunei / este derivabilă în 


Demonstraţie. Aplicind teorema lui Lagrange funcţiei f pe un interval 

[2, 20] V, 2 < za rezultă Lee = P(es) cu z'< ca < za, deci fi(20) = 

= dim E) = [ze — lim Pr(ea) = A (căci ex ze, dacă 2 — 2, 2<20). În mod 
ei Ta IDR 

similar, f(70) există şi este egală cu A, deci f are derivată în zp şi f(29) = A. 


155 


Ezemple 
4) Studiem continuitatea şi derivabilitatea funcţiei f : R — E, 


na=A 


Pe intervalele (—oo, 1), (1, co) funcţia f este evident continuă, 
fu —0) =f(i + 0) = 7(1), deci 7 este continuă în z = 


m „dacă zsi 
maz+ z, dacă z>1. 


ar derivabilă. Apoi 
. Apoi pentru orice zz 1 avem 


22, dacă z<1 
1 14 î FII 4 
ra) = „deci lim f'(2) = lim2z = 2 şi lim //(2) im +1) a. 
Po VA pa aacă 2>1 iale ee iszlictcei le 
= zi za = Esi 


Aplicind corolarul anterior, rezultă că f este derivabilă în z = 1 şi ['(1) = 2. 


2) Exemplul funcţiei f: R=R, f(z) = | St în ua si E i arata de ce este esen- 


ţial să cerem în corolar ca f să fie continuă. În acest caz lim /'(2) 
0 


m friza) =4 şi 
za 
= => 
totuşi f nu este derivabilă (căci f;(0) = 1, fa(0) = o). 
Observaţii 
1) Demonstrația corolarului arată ceva mai mult. Dacă f este continuă la stinga 


tn 2 = ay şi A = lim f'(z) există, atunci există f,(z0) şi este egală cu A (și, un rezultat 
scz 


x<i 
similar, „la dreaptăi). 
Tată două exemple care ilustrează această situaţie: 
a) Fie f:R—R, f(z) = Val. În acest caz, 


„dacă z> 
, dacă z<0 
Deci lim f'(2) = dim (- 
ao e xxl 2/ 
a<o x<0 
Atunci, contorm celor spuse anterior, rezultă că f4(0) = —co, fa(0) = co, deci z = 0 este 


punct de întoarcere pentru graficul lui f. 
+4, dacă 20 ui 22 „dacă 240 
grai ada e aa macel ai(2) MEretiei dacă 2>0. 
Aşadar, lim z/(2) = 0 şi lim (2) = In 3 şi, contorm observaţiei anterioare, g,(0) = 0, 
= 30 
x<o x>0 
440) = în 3 şi punetul = 0 este punct unghiular pentru graficul Iu 


b) Fie :R=R, ela) = 


e. 

2) Gorolarul ne oferă o condiţie suficientă ca f să fie derivabilă în zz, (anume / să 

fie continuă în ze şisă existe în R limita lim /'(z)), dar această condiţie nu este şi necesară. 
paie 


masin Î, dacă 240 
Asttel, funcţia f:R = R, f(2) = = este derivabilă în origine, dar 


0 „dacăz=0 
lim f/(z) nu există. 
0 
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Trecem acum la demonstrarea unei alte proprietăţi fundamentale legate 
de derivabilitate. Fie două funcţii f, 2 :[a, 6]— R verificind condiţiile teore- 
mei lui Lagrange şi presupunem că g'(z) 4 0, VzE€ (a, d). Ne interesează 


raportul JU)—/(0).. Aplicind separat funcţiilor f şi g teorema lui Lagrange, 


al6) — ala) 
rezultă că există puncte c, c* din (a, b) astfel incit 70) —/la) — = a)frto) 
at) ala) e a)rte) 


paza) .. Nu există nici un motiv să considerăm aici că avem c= 
site 
totuşi se poate demonstra 

TEOREMA 1V.10 frrorema lui Cauchy). Fie două Tuneţii Rolle 
pe intervalul compact (a, 2], a — d, asttel înctt pr) ș Dv (u:b): atunei 
oxistă un punct « a, b) astfel încît 

[0 4 
(39) : 


Demonstrație... Condiţia g'(2) 4 0 pentru orice 2 € (a,b) implică faptul 
că g(a) 7 gb); într-adevăr, dacă g(a) = g(b), aplicind teorema lui Rolle, ar 
rezulta că există c € (a, b) astfel ca g'(c) =0, ceea ce contravine ipotezei. 

Considerăm funcţia ajutătoare F(z) = f(2) + he(2), k E R şi determi- 


năm constanta & astfel ca F(a) = F(B), deci k = po Aplicind teo- 
rema lui Rolle funoţiei ZF? cu & astfel determinat, există e € (a, b) astfel incit 
F(e) = 0. Dar Pra) = Pa) + lea), Va € (a, d), deci ['(c) + kg(0) =0, 


—k = Lb, de unde se obţine relaţia (39). 
e) 


Observaţie. Am ti putut demonstra mai întti teorema lui Cauchy şi apoi, particularizină 
al) = az, să obţinem teorema lui Lagrange. 


Ne putem întreba cum arată funcţiile care apar ca derivate ale unor 
funcţii derivabile (pe un interval). În clasa a XII-a se va studia în mod siste- 
matic următoarea problemă: dindu-se o funcţie f, este ea derivata unei alte 
tunci Cu alte cuvinte, există P derivabilă astfel incit F” = f? Dacă o astfel 
de funcţie F există, ea se numeşte primitivă a lui f. De exemplu, funcţia 


PRR, F(z) = = (n întreg, n > 0) este o primitivă pe R a funcţiei 


F:R=R, fr) = 2%; funcţia F(z) = — E ca 0 este o primitivă pe R 


n oz 
o 


a lui f(2) = sin oz, iar F(z) = pentru f(z) = cos az ete. 


În cele ce urmează, vom indica o proprietate importantă a funcţiilor care 
admit primitiva deci care sint derivate ale altor funcţii. 
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TEOREMA IV.11 (teorema lui Darboux). Dacă | 
funeţie derivabilă pe un interval /, atunei derivata sa fure prop 
Darboux (adică nu poate trece de ln o valoare la altu fără a tree 
valorile intermediare). 

Demonstraţie. Fie a < b două puncte din 7 asttel încit f/(a) z f'(b). Pentru a fixa 
ideile, să presupunem că f'(a) < f'(b). Fie A e (f'(a), ['(8)). Trebuie arătat că există un 
punct e e (a, 2) asttel încit f/(c) = A. Pentru aceasta vom considera funcţia auxiliară 
P(a) = [(2) — az; evident, P'(a) = flo) — 1 <0 şi PF) = Pb) — 130. 

Funcţia P este derivabilă, deci continuă în intervalul [a, 8] şi, ca atare, marginea 
interioară m=__inf „ P(z) este atinsă într-un punct cea, 8). Vom arăta că de fapt m nu 

xela, 


poate fi atinsă nici în a, nici în d. Aşadar, e e (a, d) şi din teorema lui Fermat se obține 
atunci F'(e) = 0. Dar aceasta arată că f'(c) — 4 = 0, adică /'(e) = 2, tocmai ceea câ: 
trebuia probat. 

Pentru a arăta că punctul e aparţine intervalului (a, b), vom proceda astfel: alegem 
e > 0 astfel înctt | F'(a) | > e şi P'(6) > e. Din definiţia derivabilităţii lui F în punotele 
a şi d, există 3 > 0 depinzind de e astfel incit din faptul că |z—a|< 3 (respectiv 
la —b|< 3) să rezulte că 


(a) =s< Pl = Flo) (a) + e 
, CET 
[respectiv 100) — e < FI —Fb) — pi) + “]. 
EET) 


Deoarece F(a) + e < 0, raportul Fl?) —Fla) va ţi strict nogativ, pentru orice z > a, 
PET : 


a —a < 3, Deci (a) — F(a) < 0, adică P(z) < P(a). În mod analog, din inogalitatoa 
> 0, rezultă că (a) < F(b) pentru z = b, m —b = 8, Acente inegalităţi arată 
că marginea inferioară a funcţiei P nu este atinsă nici în a, nici în d. 


COROLAR. Ple/:1—- Ro tuneţie derivabilă pe 
„ei f” are semn constant pe 

! nu ar avea semn constant pe 7, atunci /* ar lua valori pobitive 
şi valori negative pe , deci, conform teoremei IV.41, ar lua și valoarea zero, ceea co 
contravine ipotezei că /” nu se anulează pe 7. 


Interval 1. Duca derivata f 


Ezemple 

1) Funcţiile a, sgn pe R nu admit primitive (căci dacă ar avea primitive, ele ar fi 
funcţii derivate şi, conform teoremei IV.11, ar avea proprietatea lui Darboux). 

2) Iată un exemplu de funcţie derivată care nu este continuă: luăm g: RR, 


a sin Î., dacă 2 ș40 
ala)= z Această funcţie este derivabilă pe R şi g/(2)= 


['] » dacă z=0 
= aasin Î — cos Î., dacă 2740 și g(0) = lim £l 
a EI 20 
f=, adică f:R=R, 


EI 


20) — sim zsin A = 0. Funcţia 
o a 


z 


a2asin A — cos -Î, dacă =i0 
(40) fi) = 53 ca 
o » dacă z=0 
este o derivată şi nu este continuă (în punctul 0). În particular, funcţia / are proprietatea 
Iui Darboux pe R, fără a fi continuă. 
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0, dacă zs0 


3) Arătăm că funcţia f:R=—R, = dmite primitivă. 
) ţia F:R=R, fla) A aaca > p Du Admite primitivă 
z 


te 


suficient să arătăm că / nu are proprietatea lui Darboux, dar se poate raţiona și direct: 
dacă P:R-o Rar fi o primitivă a Iui 7, atunci am avea /(0) = P*(0) — Pa(0) = 
Pia) — 740). — ut (e — 0) “tos sea 7 (ex) = oo, ceea ce este absurd, 

E 20 


= lim 

pari z x 

>. 3 =>0 
EXERCIŢII (capitolul IV, 4) 
1. Aplicind definiţia IV.4, să se determine extremele funcţiilor f : R —+ R următoare: 
a) fl = + az; d) fim=la—al; 
bfid=1-—lzi; e) fl) = —ai+ az +7; 
o) Ala) = A sin 22 (A 40 constant); 1) f(z) = ala]. 


2. Să se determine punctele critice pentru funcţiile f:D-R următoare, D fiind 
mulţimea punctelor z & R unde f este derivabilă: 


a) fl) = a — sa; d) fl) = tgz+ctgz; 
b) fila) = 22 — 82+7; e) flz) = ex, 
c) fa) = — 8 ma; 1) Pia) = arotg BEt 1 
VIFI 
Be. Flo 7:00, co) Re, pa) = —d (funcţia de radiaţie a lui Planck, 


A > 0 tind o constantă reala). =: 


a) Să so arate că art -0, parta) = 9, Jim f(4) = 0, Wmpr(2) = 0; 

b) Să no arate că 7 aro un singur punct oritic pe intervalul (0, 0). 

4. Să so arate că funcţia f: [= 3 (a) = lsz—2|—5 veritică f(—4) = 
- 1(2) şi totuși f nu se anulează pe intervalul I= Ta E]; Care este explicaţia? 

5. a), Si se arate că derivatele funcţiilor f, g: RR, f(2) = (2 — 1) (2 — 2) (2 — 3); 
ala) = (m — 1) (2 — 4) au numai rădăcini ri 


b) Fie P:R— R o funcţie polinomială neconstantă. Să se arate că între orice două 
rădăcini reale consecutive ale lui p* există cel mult o rădăcină reală a lui P, 


6. Pie f:R-—R o funcţie derivabilă şi a, < aa < ... < âm zerouri alo lui f. Să se 
arate că /: are cel puțin n — 1 zerouri. Aplicind acest rezultat.să se arate că o funcţie poli. 
nomială de grad n are cel mult n zerouri distincte. 

E z+1, dacă ze[—1,0) 

7. Fie funcţia f:[—1, 1N40)— BR, f(z) = ( 4-a, Caoă a SI) 0) 
că 7 este derivabilă, f(—4) = f(1) = 0 şi f' nu se anulează. Se contravine corolarului 
teoremei lui Rolle? 


„ Să se arate 


8. Fie P:R-—R o funcţie polinomială. Să se arate că: 
a) dacă toate rădăcinile lui P sint reale şi distincte, atunci P” are aceeași proprietate; 
b) dacă toate rădăcinile lui P sint reale, atunci P* are toate rădăcinile reale, 
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9. Să se arate că există c e (1, 2) asttel încit pentru funcţia f: (1, 2] —R, f(2) = 
— a Win z să avem f(2) — (1) = /'(e) şi să se determine efectiv valoarea lui o. 


10. Folosind corolarul teoremei lui Lagrange, să se calculeze derivatele laterale ale 
funcţiilor f următoare în punctele z indicate: 


22 + 1, dacă ze[- ] 


1 
= —1 za Do 20=0; 
E dia) 


a) fil—1 DB 


A 
2 
6 —4, daca ze (3.1] 


2 — 4, dacă 
b)P:R=R, aa în a zilele tă na SA 
€) Fi[—2, 0)=R, [(z) = VE FI, ze = —2 şi 0; 


d) f:[0, 0)—R, flz) = aresin 


2V/2 
Cp repare 


11. Să se aplice teorema lui Cauchy pentru funcţiile f, g:[1, e] R, /(2) = In 2 
27 —14, determinind punctul e corespunzător. Similar, pentru funcţiile 7, 


DI îi] = R, [(z) = sin z, a(z) = cos z. 


12. Să'se arate că dacă m, M sint valori 
+ az + bla beR,a=<0), atunci m: M = 


extreme ale funcţiei f : B => R, f(z) = a + 


EXERCIŢII ŞI PROBLEME REZOLVATE LA CAPITOLUL IV 
1. Să se calculeze derieatele laterale ale funcţiilor [, a, h: R — următoare, în punetele 
indicate: 
a) fim = z+zlziza=0; 
b) g(z) = zal(z), z=0; 
m — 22, 1 
d A 22, 2< 


=. 
ai z>10% 


Soluţie. a) fi(0) = dim 5 0) ji E 200 a dim (4 — a) == 
—0 x z Ea 
za ez] =<0 
fim a pol aa, sm +a) 
z—o0 x e 
=> za 
EL si aere a) ea e Oz a și 
tă x<o x<o 
. im 82) — et0) — 
LE he ele) 
330 350 
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c) ni) = tim HE) =:MA) sa 


za 

în (0) noa AP MI) 2 iam 2 Ea ra SE 3. 
mi 2-1 zi 
x>i => > 


2. Să se calculeze, pornind de la defi 
a) f'(4) pentru f:[—3, 00)—R, fl) 
b) p'(—n) pentru g:R—R, e(z) = zsin z. 


Sotuie. a) PU) = lira [i —f0) — um Ver 3—2 


a—1 xi e—1 
ia E AP sr omida (30 — 1) + (322 — 3) 
mi (2 — 1/2 F5+2) ale 0 fa Fă +3) 
Dim ktzta 2 
amzVzFărI a 
brio) = gim ela —a(—n) _ sim ESinz _ im —esin(z+r) 
n z+r mm Er xn z+r 
e dia 20p) ia i la ee, 
xn wo y 


8. Să se arate că dreapta y = 7 — 2 eate tangentă la curba y = 2? + ha. 
Soluţie. Fie f(z) = 2 + az, ze R. Pentru orice punct e ecuaţia eee 1a 
graticul lui f în punctul (0, f(z0)) este y — f(za) = [(z0) (2 — ze), adică y — 2 — tz, = 


= (823 + 4) (a — 0), deci y = (323 + 4) z — 2a9- Se observă că această dei coincide 
cu dreapta dată pentru ze = 1. 


4. Să se determine punctele critice ale funeţiilor f : R —+ R următoare: 


a) f(z) = 1n (22 + 2) (+ 3); b) fila) = sint 22; 
c) f(z) = et + et; a) ra) = fi ma 
Sotuţie. a) Avem f'(z) = —tPt102 _, vaze. 


(0 + 2) (20+ 3) 
Ecuația /'(2) = 0 are soluţia z = 0. 
»b) Notăm u = sin 22, deci f(z) = ut, f(2z) = 50 ut + u' = 50 -sintt2z- (2 cos 22) = 
= 400, -sinwaz » cos 22. Punotele critice sint soluţiile ecuaţiilor sin 22 = 0, cos 2 = 0, 


deci La (ez). 


0) f(a) = 202 — sex, vaze R. Ecuația f'(z) = 0 se scrie 202% = gets, et: = - 


şi are unica soluţie z = E (n 3 — în 2). 


At E ,» dacă zs0 
0) poli aie 
Apă 
cz . dacă z>0 
a+i 


11, — Elemente de analiză matematică, cl. a XI-a 


Funcţia f este derivabilă în punctul z = 0 căci, 7,(0) = f(0) = o. 


3222 qaca z<0 
(1—zk 
Atunci, f'(z) = o , dacă z=0. 
2032 aacă 2>0 
(za 
Funcţia are un singur punct critic, anume z = 
% 5. Un balon B (punctual) se înalță vertical 
dintr-un loc aflat la 20 m de un observator O 
(e (punctual), avind viteza 30 m/minut. Care este 
2 viteza de variaţie a unghiului a în momentul cind 
Z balonul ca fi ta o înălțime de 200 m? (tig. IV.24). 
p* a Soluţie. Notăm cu B, poziţia balonului şi 
cu z(i) înălţimea la care se află balonul, la 
momentul î. Avem tga= Lo deci a(t) = 
= aretg 2(l., Aa ti) 30 et(i) airivata beculă. ta! enunț este 
20 1 20) 20 400 + (0) 
400 
=a000 Cu) 2_ radiani/minut, 


200 2002 7 101-400 202 


6. Pie f: (4, 0) R, f(z) = 23 — 3. Să se determine J = [(I) şi să se arate că 
f: 1 este bijeotivă. Fie g inversa lui f; să se calculeze g'(2) și g"(2). 


Soluţie. Funcţia f este injectivă pe I pentru că este strict crescătoare pe 7. E clar că 
I = (2, co), [: 71 este bijectivă şi avem f(2) = 2. Atunci, aplicind formula (26), 
1 1 
ra oo 
Relaţia f(z) = a? — 3z arată că g(y) — 3a(y) =y, vyeJ, deci, derivind: 


Se(v)e'(y) — 3e'(y) = 1, 6ely)e"2(y) + 3829) * e"(y) — 38"(y) = 0 în fiecare punct y din J 


şi înlocuind y = 2, rezultă: 6-2 a + 8 g%(2) — 3g%(2) = 0, de unde g"(2)= 


găsim: g'(2) = 


4 


203 


7. Se consideră funcţia f :(0, 1]— R, 


zsin £., dacă ze (0, 1] 
2 


Lit) 


0  „dacăz=o0 


1 | 
rez | L ă 
== |] n 21 întreg, să se 


arate că ecuaţia tg z = z are soluţii pe fiecare interval (nx, (n + 1)x). 


Aplicind lui f teorema lui Rolle pe fiecare interval 
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Soluţie. Avem (Eau = sin an + 1)=0 şi r(=) = 0, deci există 
Bi 2 E 


EA =( 2 =) astfel încit f'(în) = 0. Dar f(a)=sinf —F cos E, 20, deci 
n+1 n z e e 
sin £ — B-cos E = 0, adică tg £. =" și, ca atare, E. este soluție a ecuaţiei 
Sea i 


tg z= 2. Cum Ea -[, a -). avem £ e (nr, (n + in), vn 31. 
na En 

8. Se consideră funcţia f :[0, 10]—+ R, definită prin f(z) = z sin x. Să se arate că 
If — Tips M-lz—yl, Va, y el0, 10]. Generalizare. 

Soluție. Dacă z — y relaţia este evidentă. Dacă z ș4 y aplicăm formula lui Lagrange 
a ereşterilor finite, pe intervalul închis de capete z, y şi există £ intre z și y asitel încit 
Fz)—f() = 70) (a — y), deci If(z) — fi) = NE“ 2 — yl. Dar pr(€) = EcosE + sin& 
deci |f(£) | = lEcosE +sintjsEl+1s11. 

Generalizarea este evidentă: dacă :[a, d]-+ R, a < d este.o funcţie derivabilă şi 
dacă există M > 0 asttel incit |/'(2)| < M pentru orice z e (a, 2], atunci |f(z) — f(y)| & 
<M'le—yl, Vavela,d. 


9. Să se studieze continuitatea și dericabilitatea funcțiilor următoare: 
a) Pf: co)=R, fl) = Vara VI + V-VI; 


4 22 
») PRR, fa) = arcain- e 


A dacă a şin>4 oste intreg 
C)fiR=R, fi =p n n 
0 , în rest 


+ 2— + 
adică 


Soluţie. a) Dacă z > 1, -atunci fi(z) = 2 + 2/77 
+ 2V/ a 1) = 22 + 2V(0 Zi, deci fim =VizrIlz 
07 PAGET oaia z>2 
2  „dacă1<z<2 


Pe intervalele deschise (1, 2), (2, co) funcţia f este elementară, deci este continuă şi deri- 
vabilă, În punctul z — 4, avem (41 + 0) = f(4), deci 7 este continuă, iar în punctul z = 2, 
) 


avem /(2 — 0) = f(2+ 0) = 7(2)=2 şi, din nou, feste continuă. Apoi V ze(1,2) U (2; co 
1 


dacă z > 2 


Pia = | 


o „dacă î<z<2 
și, aplicind corolarul teoremei IV.9, avem f'(1) — acas fi ( 3 =0; apoi 7(2)= 
stia: 


Ei 


> sim „['(2) = 0, fa(2) =, PI > 1 deci funcţia 7 nu este derivabilă in 


punctul z = 2. Aşadar, funcţia f este continuă în [1, co) şi derivabilă în (1, c0)N(2). 
b) Considerăm funcţia u :R— [—4, 1], u(z) = 7 = pentru orice zeR avem 


într-adevăr (3) aa 1); ştim că arcsin [—4, 1]—R este continuă și atunci funcţia 
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compusă / = aresin u va fi continuă pe R. Funcţia / = arcsin u este derivabilă în 


2 
punctele unde ut <1, adică ( =) <1, 1—a>0, adică 24 1; în aceste 
puncte avem 
3 ai dacă 1—z2>0 
w! 2. 2(1 — z*) 
neo (ee) aa a i 
Vi =[ aa — 2 dacă 1 — a <0 
Ira ra 
deci 
„ dacă ze (—c0, —1)U(1, c) 
1r= 
Piz) = fă 
TEA: dacă ze (—1, 1) 
Atunci fs(—4) = lim Pta) = lim [— - ) ; d = 
L i a-i ei, a-i 1 4 
> ea NBIE e, Pa) = TA) = 1 Tali) = —1 Aşadar, / este continuă pe R și este 
derivabilă în RN(—4, 4). Punctele -+1, —1 sint puncte unghiulare, 
0) Pe mulţimea 4 = RN (o, 1, i, a dă, „Ja care este reuniune de intervale 
n 


deschise, funcţia este nulă şi, ca atare, continuă şi derivabilă. În punctele z= 1, n 31 
n 


întreg funcţia / este discontinuă deoarece limitele laterale sint nule, iar valoarea funcţivi 
em continuitatea 


este A. Atunci f va fi nederivabilă în aceste puncte. Rămine să 8 
n 

şi derivabilitatea lui / în punctul z = 0. Aşadar, /(0) = 0 şi pentru orice şir 2n— 0, 

2n %0 avem f(zn) +0, deci f este continuă în punctul 2=0. Apoi /,(0) = 


= sum fl0=00)— uim 
0, eco 2-0 2-0, eco 2 


dacă 2 0, za > 0 este un şir de numere iraționale, atunci (ln) — ze = pesta 
2n — 2n 


0. Arătăm, în fine, că (0) nu există; intr-adovăr, 


[i 


şi pentru șirul apa Î în concluzie, - funcţia f 
i 


este continuă pe mulțimea AU (0) şi derivabilă pe A. 

10. Se consideră un interval 1. Pentru orice întreg n > 1 se notează cu CȚ mulțimea 
funehiilor f : 1 —> R care sint de n ori derivabile pe 1 cu [*) continuă pe 1 (numite funcţii de 
clasă Cn pe 1). Se notează, de asemenea, cu C) mulțimea funcţiilor continue şi cu CP. mulțimea 
funcţiilor indefinit derivabile pe 1. Să se arate că: 

a) au loc incluziunile stricte CP c CITY! C] c CI, pentru orice n > 1; 

b) aplicaţia de derivare D : CJ — C), D(f) = f! nu este injeetivă. 

Soluţie. a) Incluziunile sint evidente. Pentru a arăta că ele sint, în general, stricte, 
fie 1 = R; pentru orice întreg n > 1 considerăm funcţia ha : E BR, hn(2) = 2" a(2) = 
0, dacă z<0 . 

a, dacă z>0 
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Se verifică imediat că hm e CȚ 1, dar hu £C7 pentru orice n 31. Asttel h, e GONGh 
ha e CINCI 

b) Considerăm funcţia ha e C] şi funcţia constantă g:7—R, g(z) = 1. Avem, 
evident, (ha + £)' = ha, adică D(ha + g) = D(ha). Dacă aplicaţia D ar fi injectivă, ar 
rezulta ha + g = ha, adică g = 0, absurd. 


„Notă. În clasa a XII-a se va demonstra că aplicaţia D este surjectivă (adică pentru 
orice funcţie continuă / : £ + R există o primitivă, deci o funcţie  : 7 + R derivabilă, 
astiel încit 2” = 7). 


11. Fie a, > 0, as >0,..., an >0 şi a? +. +anZn pentru orice ze R. 


Să se arate că aaa... am = 1. 

Soluţie. Fie f:R=R, f(z)=aî + a3 +... + af. Evident, f(0) = şi, conform 
ipotezei, f(z) > f(0) pentru orice z e R. Așadar, punctul z = 0 esțe punct de minim 
pentru f. Contorm teoremei lui Fermat, avem /'(0) = 0. Dar f'(z) = afin a, + afin a + 
taina =0, VaeRşi f'(0)= In a, tin ast... + In am. Relaţia /'(0) = 0 
devine atunci asa... am = 1, 


12. Se consideră 2n numere reale ax, aa; --:+ amy bis by --:, îm. Să se arate că ecuajia 


(an cos ha + bx sin kz) = 0 admite cel puţin o soluţie în intervalul (0, 27). 


iSoluj 


Dacă notăm cu g(z) = Pa) (ax cos ka + bisin kz) şi considerăm funcţia 


f:00,25]—R, f(z) = 


(0) = [(2x), putem aplica teorema lui Rolle şi, ca atare, există e e (0, 27) asttel încit 
P'(e) = 0 = ale) şi c va fi soluţie a ecuaţiei din enunţ. 


18. Fie fi 


+ (ăn sin Az — bx cos kz), constatăm că /'(2) = g(z). Deoarece 


—41 11, ml) e —F— (n 30). Să'se calculeze V ze [—1,1], 
1 ma 


Lit) = lira fala) şi e(z) == lin Tilz) şi să se arate că [4 g. 


Soluție. Evident, V ze [—1, 1), f(2) = 0 şi a(z) = lim a 


dacă zi 0 şi g(0) = 1. Aşadar, f'(0)7tg(0). (Acest exerciţiu arată că (lim fu(2))/ Fim fu(2) 


zi c 
sapă» deci ete) = o, 


14. Fie 7 = [0, 1]. Se consideră funcţiile u, v:7—+R, ui 


lat (e —y)h, va) 


= sup (2 —y)?. Să se studieze derivabilitatea lui u; v şi să se calculeze sup uz), înt vlz). 
va e ser 


(n — 0, anca os asi 


Soluţie. Vaze, u(z) =0 şi v(z) = * Funcţia u este 
a, dacă E <z<1 


derivabilă şi sup u( 0, iar v nu este derivabilă şi int v(z) = a. (Acest exerciţiu 
ar = 


arată că sup int f(z, y) șf int sup f(z, y), adică „sup“ şi „int“ nu comulă între ele.) 
ae vei ser ver 
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Capitolul V 


APLICAŢII ALE DERIVATELOR 
ÎN STUDIUL VARIAŢIEI FUNCŢIILOR 


Denumirea capitolului ne scuteşte de alte lămuriri asupra conținutului 
său. În esenţă, vom urmări sistematic modul cum rezultatele obținute pină 
în prezent ne permit să studiem o serie de probleme a căror formulare era pe 


înţelesul vostru, dar a căror rezolvare nu era întotdeauna posibilă cu metode 
elementare. 


$ 1. Rolul primei derivate în studiu funcțiilor 


a) Remarcăm mai întii un rezultat simplu, dar foarte important. 


TEOREMA V.1. Fief:7— Ro tuncţie monoton ereseatoare (ronpoe- 
tiv deseroscătonre) pe un interval 7. Dacă / este derivabilă pe 7, atunei f'>0 
po / (respectiv f's0 pe ]). 

Demonstraţie. Presupunem f monoton crescătoare. Atunci, pentru orice 

2, ZEI (274 20) avem fai Ea) >0 şi, trecînd la limită, rezultă 


P'(ao) > 0. Se raţionează similar dacă f este descrescătoare (sau se consideră 
funcţia crescătoare —f). 


1.1; Consecințe ale teoremei lui Lagrange 


b) Intervale de monotonie. Stabilim un criteriu important pentru demon- 
strarea monotoniei unei funcţii derivabile pe un interval, care constituie reci- 
proca teoremei V.1. 

TEOREMA V.2. Fio,f:/— Ro tuneţie derivabilă pe un interval 7. 
Dacă [' >0 pe 1 (adică ['(2) 20, Vaz E 1), atunci: funcţia f este monoton 
crescătoare pe /, iar dacă ('<0 pel i [este monoton descrescătoare pe 7. 

Demonstrația este imediată, folosind teorema lui Lagrange. Să presupu- 
nem că zi, Za € [, 2, < aşi că f' > 0 pe I. Aplicind funcţiei f teorema creș- 
terilor finite pe intervalul [za, za], rezultă f(za) — f(z) = (za — zi) - f'(c) 
cuc E (zu za); aşadar, ce € Z, deci f'(c) > 0. Deoarece za — z, > 0, rezultă 
că f(za) — f(z) > 0, adică f(za) < f(z2), deci f este monoton crescătoare pe 7. 
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Dacă f! < 0 pe 7, atunci, raţionind ca mai sus, 
deoarece f'(c) < 0, rezultă f(z2) — f(zi) = (za — zi)- 
-F'(e) < 0, deci f(z,) > f(za)- 


Observaţii. 1) Se poate întimpla ca f să fie strict cres- 
cătoare şi /' să se anuleze în unele puncte (de exemplu, 
Ț:R=R,f(a) = 2). Dacă 7 este derivabilă pe un interval 7 t0,-+) 
şi /! este strict pozitivă (respectiv strict negativă) pe Z, d 
atunci f este strict crescătoare (respectiv strict descrescă. Fig. Va 
toare) pe acel interval. 

2) Dacă o funoţie / nu cate derivabilă pe un întreg interval 7 (de pildă este derivabilă 
doar pe IN(zo), ze & I) și dacă f' > 0 pe mulţimea pe care este definită, nu puteră con- 
chide că / este monotonă (de pildă nu rezultă neapărat monotonă în vecinătatea lui z,). 
Iată un exemplu simplu: 


fitoasa, pe) = | 


0O| 


Fo 


z+ 1 dacă ze[-1, 0) ip va) 
2 —1, dacă ze(0, 1) 


Ezemple 
1) Considerăm funcţia  :R— R, f(z) = s — 122 şistudiem monotonia pe R. Avem, 
Pl) = at —42 = 32 — 2) (2+2), VzeR. Se observă că pe intervalele 1, = (—co, 


72], Ja = [2, co) avem f' > 0, deci feste crescătoare, iar pe intervalul J3 = (—2, 2) avem 
Ț! = 0, deci / este descrescătoare. Această discuţie poate fi prezentată într-un tablou, în 
care pe linia întii apar domeniul de definiţie al lui / şi punctele unde /” îşi schimbă semnul: 


z | —o —2 2 keo 


Lat) fra 0) za) Ap 
fa |-—co 7 16 x —16 7 + 
Pe linia a doua sint indicate semnele lui f', pe intervalele 
este simbolizată creşterea (7) sau descreşterea (+) lui f. 
2) Studiem menotonia funcţiei — R, f(z) = z:e—x pe R. În acest caz, f'(2) = 
= 0 + 0-1 (—27) = (1 — 2a0je-, Va e R. Tabloul respectiv este: 


spective, iar pe ultima li 


iii mita i La 
ZE) EET IE TETINE 
[8 | ce paz Za 
3) Pentru funcţia f: (0, c0)—R, f(z) = a — 2 — în z avem f(z) = 22 —1 — - 
şi tabloul corespunzător este: 
z]0 1 co 
O III 


flo s 0 7 + 
Deci f este descrescătoare pe intervalul (0, 1] şi crescătoare pe [1, «). 
c) Funcţii avind aceeași derivată. Ştim că derivata unei funcţii constante 
este funcţia nulă. Demonstrăm reciproca acestei afirmatii. 
TEOREMA V.3. Dacă o funcţie (:/—R este derivabilă pe un in- 
torval şi /' =0 pe 7 (adică /'(2) =0, Vaz 1), atunei f este constantă pe 7. 
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Demonstraţie. Fixăm un punct a € 1. Pentru orice z EI, z 4 a, avem 
[(z) — a) = (2 — a)P'(c) cu e cuprins între a și &. Deoarece ['(c) — 0, rezultă 
că f(z) = f(a), deci în orice punct z € 7, f ia valoarea f(a), adică funcţia 
f este constantă pe 7. 

Putem raţiona și astfel: din teorema V.2 rezultă că feste atit crescătoare 
cit şi descrescătoare pe Z, deci f este neapărat constantă pe 7. 

COROLAR. Dacă / şi g sînt două funcţii derivabile pe un ințerval / 
și dacă /' = g' pe 7, atunei diferenţa lor / — g este constantă pe 1 (se mai 
spune că funieţiile f şi g diferă printr-o constantă). 

Demonstraţie. Notăm e = f — g, deci e! =f'—g'=—0 pe 7 şi, aplicind 
teorema V.3, rezultă că ș este constantă pe 7, 

Baemple ă 


1) Considerăm funcţia /(z) = siniz + A cos 22 pe R. Avem /'(2) = 2 sin z cos + 
= + (—2sin 22) = 0, VvzeR. Așadar, feste constantă pe R. De alitel, f(z) = sin2z + 


pa ju — 2 sintz) = Zi vzeR. 


2) Funcţiile f(z) = arctg z, g(z) = arcta = i (7 —1) au derivatele egale 
PP 
[la = aa) = » deci ele diferă printr-o constantă pe fiecare din intervalele 
D= (oo, 4), Zn CEZ) Pe 
De alttel f(z) — q(a) = — E, vas, şi fa) — ala) = z vel (pentru că 


limitele diterenţei /(2) — g(z) spre —co şi spre +-co sint egale, respectiv, cu — i şi je 


Observaţie. Dacă f ar fi definită pe reuniunea a două intervale disjuncte 7, J şi 
[= 0 pe LU J, nu um putea conchide că f este constantă pe ZU J, “Teorema V.3 atirma 
doarcă feste constantă pe Z şi pe J (dar cu valori eventual distincte). De exemplu, funcţia 
Pe AN) =, 

—1, dacă ze (—1,0) 

2, dacă ze (0,1) 
are derivata nulă în fiecare punct din A = (—4, 0) U (0, 1), dar funcţia 7 nu este con- 
stantă pe A. (A se vedea și exemplul 2) de mai sus.) 


fa = 


1.2. Regula lui I'Hospital . 

In capitolul II am dat definiţia, proprietăţile de bază ale limitelor de 
funcţii şi citeva procedee de calcul efectiv al unor limite de funcţii., Aceste 
procedee necesită o anumită indeminare și mult exercițiu pentru a fi stăpinite. 
Folosind derivatele se poate stabili o metodă generală care acoperă multe 
din situaţiile intilnite și face calculul limitelor mai simplu. 


a) Incepem cu examinarea cazului -2., mai precis al limitelor de forma 


lim ZE unde lim f(2) = 0, lim g(2) =0, 2 E R. În capitolul II am indicat 
os Bz) ae x d 
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citeva situaţii simple in care, prelucrind convenabil raportul pia şi aplicind 
FE 


teoreme asupra limitelor, putem calcula limita acestuia. Dăm acum 

TEOREMA V.4 (regula lui Hospital, 1661 —1704). Fixăm două funcţii 
reale /, g detinite pe un interval (a, b] și un punct z, € [a, b]. Presupunem 
satistăcute următoarele condiţii: 

*. [ şi g sînt derivabile pe La, BIN (iza) şi continue în z,, 

2". [(zo) =0, (za) =0; 

3. (2) nu se anulează fiiro vecinătate V a lui z(VzE VNiz)); 

4*. există limita lim LE = a (în E). 

pre) 
în mceste condiţii, există lim [12 — 3, 
a aie) 

Demonstraţie. Aplicind teorema lui Cauchy rezultă că pentru orice 
z E [a, INV, za = zi Dle) - ze » cu e = ex situat între ze şi z. 
Dacă 2 — o, atunci cs — 2 şi, folosind ipoteza 4%, rezultă că Aa 

i 3 


pentru z — o 
Trebuie observat că nu este nevoie ca f şi g să fie derivabile și în punctul 
2o; subliniem, de asemenea, includerea cazului cînd A — -fco sau A = co. 


Baemple 
1) Calcuilăra A = lim sint cos e 4, putnd flz)= 2ain 2-4 cos e — 1, uz 
0 = : 
înte-uri interval [—a, a], a>0 şi 00, în acest caz, f'(2) = 2c08 2 — in z, 
ela) = 1 și dim (0) — im 2006 2 — sin 2; deci, conform regulii lui Hospital, 
0 plz) ao 1 

avem 4=2, 

2) Regula poate fi scrisă succint asttel: lim (2) — jim F(2) (estul derivatelor și nu 
mr, (2) as e(2) 

derivata citului!), în condiţiile teoremei V.4. Astrei, 
dim Sin n _ ine din 2 sir 
mi 2722 mi (252) si 2 


Observaţii. 1) Se poate intimpla ca raportul ca să nu aibă limită şi totuși 20) 
e'(2 a(z) 
să aibă limită, Iată un exemplu: luăm funcţiile /, g detinite prin 


zsin Î, 270 
z 


Pa) = . ala) = sin z 
0 „z=o 
într-o vecinătate a originii. În acest caz, lim (2) — vim (—2 (2 rain ) = 
0 ala) ao sin z 
FAP z Și zi 1 Fi 4 A. 
= lim — ) lim a sin ai 0 şi, pe de alta parte, f'(2) = 2zsin ÎL —cos-L 
so sin 2] [so z Ei z 
plz 2zsin 4 cos 
pentru 70, g'(a)= cos a şi [2 = — E nu are limită în punctul z=0 |- 
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2) în cazul cină /' şi g'sînt continue în punctul z,, avem lim f'(2) = P'(zo), lim e/(2) = 

= a'(z0) şi dacă g'(20) 7 O, atunci lim F(2 — Ț(2) n acest caz, lim [2 — Fila), 
za, (2) [43] cva el g'(20) 

Dacă însă /'(z) = g'(ze) — 0, atunci ne găsim într-o situaţie analoagă celei iniţial, uue- 
ori mai favorabilă. Dacă 7 şi g au derivate de ordin superior şi derivatele lui g indeplinesc 
condiţiile teoremei V.4, atunci se poate aplica repetat regula lui PHospital citurilor. 


FL, LL ete, 1ată un exemplu: fie f, g: RR, [la =sh 2— 2, e(2) = 2 şi presu- 
Li 


punem că vrem să calculăm 2 = lim/l?. = jim Eh 22 Avem limShi— 2 
x0a(7) x 2 0 
= dea Cha 24-a E sg be 240 oo adi 
0 32 mo 62» 6 76 5 


3) Fie lim ALE. Aici f(2) = sin z, g(2) = z. Aplicind mecanic regula lui I' Hospital 
202 R 
găsim f(2) = cos a, g'(z) = 1, deci lim Sin? [(0) _ C050 _ 1. Deși rezultatul 
x 2 go) 1 

este corect, aplicarea regulii este incorectă, pentru că pentru a pulea demonstra că 
(sin)'(2) = cos z a tost necesară tocmai limita de mai sus. 

4) Aplicarea mecanică (fără a verifica dacă sint indeplinite ipotezele necesare) poate 
conduce la rezultate eronate; nu putem aplica regula lui Hospital, de pildă, dacă f(2)— 0 


şi ea) — 1, cind z— a. De exemplu, lutnd f(z) = 2 — 1, g(2) = (2 + 1)(2+2), d 
Ei 


- 2 = 0 cind z— 1. Aplicarea (incorectă) a regulii lui VHospital ar da: 5 Ș 
z 


O situaţie des întilnită este următoarea. Se cere lim a ştiind că 
= 


lim f(2) =0 = lim g(2), fără ca funcţiile f şi g să fie ambele definite în 
pai a 
punctul zg- 

Are loc analogul teoremei V.4 (pentru limite la stinga) și anume 


TEOREMA V.4'. Fie f,g :(a, z0]— R. Presupunem satistăcuto urmă- 
toarele condiţii: 
15. f şi g derivabile po (a, z,); 
2*. lim f(z) = lim g(z) =0; 
o, că 
3». g(2) și g'(2) mu se anulează într-o vecinătate V a lui z, (VzE VN 
Na, z)); 
40. Există lim CE = A (în E). 
e (3) 
În aceste condiţii, lim/12) există şi este egală cu A. 
e ala) 
Demonstrația este imediată, de indată ce remarcăm că funcţiile fi, 
&u :la, zo]— R, fu(2) = f(z), dacă z € [a, za], fu(z0) =0; gu(2) = (2), dacă 
z € [a, 20) şi gu(2a) —0 sint continue pe [a, z,] (ele sint prelungirile prin 
continuitate în punctul z = zp ale lui f, respectiv £) şi că se verifică condiţiile 
teoremei V.A. - 
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Desigur are loc şi o teoremă similară, înlocuind intervalul [a, 2] cu inter- 
valul (o, 8], pentru limite la dreapta. 
b) Regula lui Hospital ne permite să tratăm și alte cazuri exceptate, 


de pildă cazul. E. Dacă ne interesează lim [(2). și dacă f(z) = ce, e(a)-0, 
> isa, tz) 
1 
atunci. putem scrie Azi = - şi atunci = —0, i —0, reducindu-ne 
II) 


astfel la cazul e, studiat anterior. 


€) Este interesant că regula lui PHospital se aplică nu numai pentru z 
finit, dar şi în cazul cind zp este „aruncat la infinit“. Are loc atunci: 

TEOREMA V.4" 
a >0. Presupunem că 

10. f şi g sînt derivabile pe [a, <o); 


lim f(z) = lim g(z) = 4, unde 1 =0, co sau —co; 


A 


ie [și e tuneţii reale definite pe un interval [a, co) 


£“(2) m 0 pentru orice z suficient de mare (2 3 


Le în E. 
[IE] 


„A>a); 


4”. există A lim 


Atunci există limita ] Le 
Poidpre 


cală cu 3, 

(Un enunţ similar aro loc pentru x — co ) 

Demonstraţie. Presupunem 1 = 0. Facem schimbarea de variabilă z — - : 
Intervalul[a, co) se transformă în (o, =) în sensul că, dacă z € [a, co), atunci 
„e (o, =I| şi reciproc. Notăm (a) =r(2). Y(u) =e(2); deoarece 1=0, 


avem lim e(u) = lim W(u) = 0. Derivatele lor vor fi g'(u) = — 
= Pra 2 
sei sti 

Wu) = sati) Putem aplica funcţiilor e, 4 teorema V.4' şi rezultă 


1 LI A) 
sis ti 3 a DUE) a aie iat > Fear „ui a 8 
ace g(z) u=0 1 u0 V(u) uo V'(u) u=0 LII 
u>0 8 (2) u>0 u>0 u>0— FI Li (1) 


iad E 
= feb at- 
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Cazul 2 = co sau —c0 rezultă din b) etc. 

Trebuie remarcat că în demonstraţie am utilizat esenţial faptul că în teo- 
rema lui Cauchy nu cerem derivabilitatea în capetele intervelului conside- 
rat, ci numai continuitatea. 


Ezemple 
4) Im ZE dim i 
ac 23 — 100 x=co 6 x 122 ao 12 


ta situaţii mai favorabile. De exemplu, calculul limitei 2 = lim 


mo Vaii 


„buclă intinit 


lim = lim 
me ___z mo 2 


Vai 
Gu metode elementare, se obţine direct 


lim —— 


ao mo 
ARE a si Vaz 
În calculul Mmitelor de funcţii se recomandă combi 
regula lui PHospital 
Cazurile considerate anterior acoperă multe din situaţiile care pot fi întil- 
nite. Reţinem că în condiţ teoremelor V.4, V.4', V.4”, existenţa limitei 
citului derivatelor asigură existenţa limitei citului iniţial, limitele respective 
fiind egale. 


Pină acum am considerat numai cazurile exceptate a şi 9. În cazurile 
a" 


exceptate 0 : co, so — 00, 00, 00%, 1%, nu există reguli de tip V Hospital'care să 
fie direct aplicate şi sint necesare unele prelucrări ale funcţiei de sub limită. 


Do exemplu, dacă f: g corespunde cazului 0 : co, atunci scriind f- g = 4 se 


Li 
obține cazul 2. Similar, în cazurile 00, co?, 1%, putem scrie f7 = exinr etc. 


Ezemplu 
Calculăm 1 = lim zne* (n e.N, n > 1). Sintem în cazul co -0. Scriind 1 = lim 2 
e me ei 
S n-a 
ne reducem la * şi atunci putem aplica regula lui PHospital: 1= lim PE = 
se  e* 
= lim E lim 2 = 0. 
ao x eX 


Trebuie remarcat că regula lui Hospital se poate folosi şi pentru calculul 
unor limite de şiruri, dar nu direct. Dacă avem o funcţie f:[k, 00) — R (EN) 
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şi dacă lim f(z) =AQA ER), atunci lim f(n) =A, adică şirul (f(n))n zu 
iei neN 


converge către 2. De exemplu, pentru șirul a, = avem a, = f(n), 


Sa + 2 
+2 


n EN, unde f() = 


lim a, = 3. 


„Va €ER. Deoarece lim f(z) = 3, rezultă că 
Peraii 


EXERCIŢII! (capitolul V,$ 4). + 
1+ Să se determine intervalele de monotonie pentru funcţiile următoare f: D= R 
(D fiind domeniul ma: de definiţie): 


a) [(z) = a + Gas; b) fo) ai 
As a2z+2. 
: a) fa = 2; 
aa 
—_ UL eros 
B) Pl) = Vaze, h) fl) = am z; 
î) [a = 2-a); 1) Playa lzl, 
k) fl) => (2 + 20; 1) fie) = (22 + 2 + 4em; 
m) /(2) 1 + nai n) [(z) = lz+21|— 2244], 


i 

2. SA se arate că funcţia f:(0, co)—R, -f(z) = (2* + 4) esto monotonă, 

8. Fiof:(a, d) + R o funcţie şi ze e (a, d) fixat. SA se arate că pentru orice număr 
oa : există cel mult o funcţie F derivabilă pe (a, 8) astfel înctt F'(2) = f(z), vze (2,5) 
şi Bla) = a. 

4. Să se afle extremele locale ale funcţiilor elementare următoare pe domeniul lor 
maxim de definiţie: 


a) (a) = 4 — 100; €) pa) = 20 în zi 
b) [(2) = 2 — aresin z; î) fa) = 2 ea; 
0) fl) = 22 + cos 2a; e) fa = 2 
In 2 
a) flat) sama h) fl) = 2 sh z—ch z. 


azi 
5. Să se calculeze, folosind regula lui W Hospital, următoarele limite: 


a) lim-E 24, e uim VI fe=i, 
a-i 22 —2 0 2z 
air aaa 4) lim — 2, 
na sin (23) n da a 
e) tim She; 
30 sin a 
g) lim E 2 — 2 n) im i 
= zi cup re 


i) dia (23 — ete); 3 aibe fact alta ze; 


20 z 
k) lim ze (n —2 arctg 2); Dim 5; 


n) lim (sin z)tf*; 


pă 


p) lim Enea) 
ve zi — 2 +1 


r) lim 2%; 
20 
250 


1 
s) lim (sin 2); lim (= ES 1 


sei mol 2 
x<a 
6. Pentru două funcţii f, g definite şi derivabile într-o vecinătate a originii, scriem 


Fa) ex ata), dacă [(0) = go) şi liml(?. — 4. Sa se arate că 
amo az) 


a) sin za zi; e) VTFz— — Lama: 
b) cos ze 1 — [3] VIFI— 1 da ati 
0) 2 — arctg zi £) 22 — in (1 +22) 22%; 

d) e —sin sai n) at. dr zn C (a > 0, d >0): 


7. Să se arate că, deşi limita lim 2 7 Sin £ exista, regula lui I'Hospital nu poate 
sa 2 cos a 
i aplicată aici direct. 


8. Cum poate fi 'utilizată regula lui [Hospital pentru a calcula lim =? Dar 
oo €i 
naN 
1 


lim (en + n)? 


at Sa se de 'mine asimptotele următoarelor funcţii f:D—R (D fiind domehtul 
maxim de definiţie): 

a) fe) = Ri e) rm aa 

b) fa) = ES; n Ha= ze 

c) fie Va £) (2) = m + z— 225); 

a) fl) =2+ ai n) pl) = m 
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$ 2. Rolul derivatei a doua în studiul funcţiilor 


Am văzut ce informaţii se pot obţine asupra comportării unei funcţii 
derivabile cunoscind derivata ei, mai precis zerourile și semnul derivatei. 
Vom vedea acum că derivata a doua (desigur în ipoteza că există) ne furni- 
zează informaţii suplimentare asupra funcţiei, precizind alura graficului. 


2.1. Convexitate, concavitate 


DEPINIȚIA V.1. O funcţie f:7—R, 


etinită pe un interval £ se 


numeşte convexă pe / dacă, pentru orice două puncte z,. 4 E / şi pontru 
orice t € [0, 1]. avem 
4) N — Dr + tr) a (4 — 0fz + fa) 


Această condiție admite o interpretare geometrică sugestivă. Anume, să 
considerăm punctele A(za, f(z)), B(za, f(za)), zu 4 za de pe graficul lui f. 
Atunci punctul & = (1 — î)z, + tza, t € [0, 1] aparţine segmentului de capete 
Zu Za Coarda AB are ecuaţia y=f(z)+ 
++ Beal (e — 24) şi ordonata punctului de 

e — 
absoisă a de pe această coardă va fi 6 = (24) + 


EN 10) pi — a, + tza — za] = fa) + 


(1 — 2) [fza) — fra] = (4 — Of) + faza). — 
Condiţia (1) se mai scrie f(a) < B şi se exprimă 
spunind că graficul lui feste situat sub orice coardă 

dacă unim două puncte situate pe graficul funcției, Fig. V.2 
cu abscisele aparținind lui / (fig. V.2). 

Funcţia f se numește concavă pe / dacă funcţia —f este convexă pe 7, 
adică în (1) are loc inegalitatea inversă. Geometric, aceasta revine la faptul 
că graficul funcţiei va fi situat deasupra coardei determinate de punctele 
(ez, f(za)) şi (za, f(za)) pe segmentul de capete z,, za; zi, za € I. 

Dacă inegalitatea (1) este strictă, se spune că funcţia f este strict conveză 
pe I (similar se definesc funcţiile strict concave). Uneori se mai spune că 
funcţiile convexe au „concavitatea în sus“ (graficul lor „ține apa“), iar func- 
ţiile concave au „concavitatea în jos“ (sau, în limbaj familiar, graficul lor 
„nu ţine apa“ fig. V.3). 


y 


i 
a)f'>0. (ţine apă”) b) f'<o („nu ține apă”) 


Fig. V.3 
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Pentru funcţii de două ori derivabile pe un interval, putem demonstra 
un criteriu util de convexitate. Anume, are loc 

TEOREMA V.5. Fie a <b două numere reale și f:[a,b]—R o 
funcţie continuă. Presupunem că f, f* există pe intervalul deschis. (a, b) și 
că f“(z) >0 pentru orice z € (a, d), atunci tuneţia f este convexă pe inter- 
valul (a, 3). 

Demonstraţie. Fie a s 2, < za s b. Pentru orice punct a € (zu, Za), 
aplicind teorema lui Lagrange pe intervalele [z,, «] şi [&, z] există E, € (2%), 
Ea € (a, za) astfel încit 

Bee) — pe), Led 1 = prea). 
a-—a za 
Deoarece E, < Ex, rezultă f'(E,) < f'(Ea) [deoarece funcţia f! este monoton 
crescătoare pe (a, 2); aici intervine ipoteza că f” > 0 pe (a, b)]. 


Aşadar, [—/lz < Bea, inlocuind aici a = (1: — tz, + tza 
i zia „e 
LE (0, 1), se obţine (0/2) < — 


tza — a) (1 — la a) 
+ if(zza), adică tocmai (1). 

Observaţie. Se poate demonstra şi afirmaţia reciprocă, anume dacă f este 
de două ori derivabilă pe un interval Z şi este convexă, atunci derivata a 
doua este pozitivă. Dacă f” nu se anulează pe Z, atunci f” are semn constant 
pe Z (ceea ce rezultă din faptul că f* = (f')' are proprietatea lui Darboux, 
conform teoremei IV.414). 

Înlocuind pe f cu —f rezultă următorul 

COROLAR. 0 tuneţie continuă f:[a, î]—R, 
pe (a, &) este concavă pe [a, 5] dacă f” < 0 ), 

Faptul că derivata a doua a unei funcţii este pozitivă (respectiv negativă) 
pe un interval arată că, de fapt, coeficientul unghiular al tangentei la grafic 
este crescător (respectiv descrescător), deci că graficul are forma din figura V.3. 


» adică f(a) < (4 — (zi) + 


două ori derivabilă 


2.2. intervale de convexitate, puncte de inflexiune 


Fie f:7/—R o funcţie de două ori derivabilă pe un interval Z. Dacă 
f” > 0 (respectiv f” < 0) pe 7, atunci am văzut că J este un interval de con- 
vexitate (respectiv de concavitate) al lui f. Reţinem deci că semnul derivatei 
a doua a unei funcţii permite determinarea intervalelor pe care funcția respec- 
tivă este convexă sau concavă. De exemplu, dacă ştim că o funcţie este mono- 
ton descrescătoare şi concavă, atunci grăficul ei este de forma din figura 
V.4, a şi nu de forma din figura V.A, d, e. 
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Semnul derivatei f” într-un punct critic ne furnizează un criteriu suficient, 
de extrem. Are loc 

TEOREMA V.6. Dacă z,€ (a, 8) este un punct critic pentru o 
tuneţie [:(a, 2)—R, de două ori derivabilă şi dacă f*(z,) >0 (respectiv 
Piz) 0), atunel 2, este punet de minim local (respectiv de maxim locul) 
pentru funcţia f. 

Demonstraţie. Din faptul că f'(z0) >0, rezultă că 
există o vecinătate (2, —3, zo+ 38) a punctului zo 
pe care f! este crescătoare. i 

Dar f'(2) = 0 prin ipoteză. Atunci V zE(20—3, 20) 
avem f'(2)<f'(z0) = 0, deci (în virtutea teoremei V.2) 
f este descrescătoare pe acest interval. Analog, pentru Fig. V.5 
2 € (20 20 + 8) avem 0 = f'(20) < f'(2), deci f este 
oresoătoare pe intervalul (20 Za + 3); în concluzie, ze este un punct de minim 
pentru f. Demonstrația este similară în cazul f*(z) <0. 

Dacă funcţia f este de două ori derivabilă în vecinătatea unui punct zo, 
asttel înctt f*(z4) = O şi dacă f” îşi schimbă semnul de o parte și alta a lvi za, 
atunci funcţia își schimbă concavitatea în acel punct. De exemplv, dacă 
Pn(a) >0 pentru 2 < 2, și f"(2) <0 pentru z > za, atunci f este convexă 
la stinga lui p şi concavă la dreapta lui (fig. V.5). Dăm acum o definiţie 
precisă, 

DEFINIȚIA V. 2. Pio/:/— Ro tuneţie continuă definită pe un 
interval ] c R. Un punct z€/7 distinct de capetele lui / se numeşte punct 
de intlexiune pentru f dacă există puncte « < 2, < fi în 7 astfel încât 
[ să fie convexă pe (a, 0] şi coneavă pe [zo, 6) sau invers (fig. V6). 


Ji 


TEOREMA V.7. Fio z, un punct şi fo funcţie de două ori derivabilă 
într-o vecinătate V a lui za. Dacă există a, & € V nattel încît 

1)a<z<B; Ba —- 

2) ['(za) =0; 

3) [” — 0 pe (a, za) şi [* >0 pe (za, B) sau invers (adică f” >0 pe (e, 2) 
şi [* —0 pe (zu, B)), atunci x, este punct de inflexiune pentru f. 

Demonstrația este evidentă din definiţia V.2, folosind teorema V.5. 

Trebuie remarcat că relaţia f“(z0) = 0 singură nu implică faptul că zo 
este punct de inflexiune. 
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12 — Elemente de analiză matematică, cl. a XI-a 


Bzemple , 


1) Considerăm funcţia F:R—R, f(2) = 2: — 622 + 4. Avem Pila) = 30 — 122 
[rio > 6a — 12, VzeR. Semnul derivatei /” este indicat în tabloul următor 


P 
F Tla) cerul 
lea Aşadar, f este concavă pe intervalul (— e, 2) şi convexă 
pe (2, co), iar punctul z = 2 este punct de intlexiune. 
Ă __„ 2) Pentru funcţia f:R—R, f(z) — 4 avem f"(2)— 


= 122% deci f(0) = 0; totuşi z= 0 nu este punct de 
inflexiune, deoarece f este convexă și la stinga și la 
Fig V.7 dreapta punctului z = 0 (fig. V.7). 

Aici punctul z — 0 este punct de minim pentru f, 

3) Pentru funcţia f:R-R, f(2) = (2? — 4 + 6)e* avem f'(2) = (2? — 22 + 20% 

și (2) = atex, VaeR; ccuaţia f"(2) = 0 are soluţia z = 0. Punctul 2=0 nu este 

nici punct de extrem pentru f şi nici punct de inflexiune (deoarece //(0) ș 0 şi /"(2) > 0 
de o parte şi alta a originii), 


7.3, Formula lui Taylor 


Am văzut că în jurul unui punct o funcţie derivabilă poate fi aproximată printr-o 
tuncţie de gradul întti (adică graficul funcţiei este aproximat cu o linie dreaptă) și se pune 
problema aproximării „mai bune“ (cu eroare mai mică) prin polinoame de grad superior. 
Asttel, aproximarea pătratică va permite aproximarea graficului printr-o parabolă, în 
vecinătatea unui punct fixat. 

Fie a e R un punct fixat şi f:V = R o funcţie de n ori derivabilă pe o vecinătate V 
a punctului z astfel încit fin) să fie continuă în zș. În acest caz se poate considera 
polinomul Taylor asociat funcţiei şi punctului ze 


Tate) = pam) + EE0 (e — aa) + CEI (a = map + Dle) (5 — an. 
i 


Se observă că Tn(zo) = f(z0), Zn (20)= f'(20), Zi (20) = flo), -.- TI (z0)= fin) (0). 
Atunci, folosind în mod repetat regula lui Hospital (pentru a). avem: 


(2) im £2) — Zale) — ji Fle) — Tale) _ im — fre) — Ta tz) 


aaa (2 — zoo, n(z— ao) oa n(n — 1) (2 — 0) 
aa imp 0) Ce) e 
oa ni 
Notăm 0(z) = f(z) — Taz), vzeY, deci f(z) = Taz) + 0(2), vzev. 
TEOREMA V.A (formula lut II Taylor, 4645—1731), Daoăf ente o funoție de n 


Serivabilă intr-o vreinătate a punctului za şi fin) este continuă în ,, atunci are loc 
ermula aproximativă 
* m 
(ni ntzu e tel ţa map La 


tru orice z SV, în care eroarea absolută |O(x) | antiatace condiția lim ti 
ma, (ae) 
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Demonstraţie. Formulu (3) revine la f(z) = Ta (2), Vz e V. Eroarea absolută este 
10 (2) | = Iflz) — Za(z) |. Aplicind (2) rezultă 


=0. 


tim FUEL — Za(z) — o, deci lim —8(2) 
a, lao sa, (3 — ao) 
COROLARUL 1 (formula de aproximare pătrntică). Fie 7 e t 
derivabilă într-o vecinătate Va unul punet ze cu /* continuă în zp- Atunci 


ri 


(43) Pta) ee tza) + rel (x — ao) + 


ren |D(z) | satisr 


În cazul funcţiilor polinomiale formula (3) este o formulă precisă. Anume, are loc 
următorul 

COROLARUL £. Dacă f: R— Rente o tuncţie polinomintă de gradul n şi 20 R 
atunri 
DN) e 2 vai, 


dr = o + Ra 


ra) = fa) + Cu. te — ay + Le) 
. Li 2! 
pentru orice ze R. 
Demonstraţie. Cu alte cuvinte, avem de arătat că f(z) = Ta (2), vzeR Dar 7, Ta 


sint funcţii polinomiale de gradul n şi, conform teoremei V.14, avem: lim 


(za 


cum 0 este funcţie polinomială de grad = n, rezultă 0(2), VzeR. 


Ezemple 
1) Fie /:R—R, f(z) = 65 şi za = 0. În acest caz [(0) = 1, f'(0) 
Formula (3) devine 


Pm(o)=4. 


(5) ar E B+ 


2) Pentru /:R—R,/(z) = sin z, 2 = 1 şin = 5, avem (0) = 0, Po) = 1, fro0)= 
70) = —4, P0(0) = 0, 7940) = 4 şi formula (3) devine 


+ 2 + ola), unde lim 0l2) — o. 
n! x0 ah 


(6) sin iei Ep 24 0u(e), sanda. lim. 0ilE) 2.0; 
ETNII = 
Similar, 
0) cos a = 4 — 2 + 2 «+ oua), unde lim al?) — o, 
3) Calculăm limita 2 = lim ECO 2 2. polosind (5), (7) avem: 
0 Pi 
a ,a_ Pa 
d State Ea m i Ep Ale, 
ă [ af zi _ si piele [ sin at + 2 = 
2= lim = 
+0 
m 2 — E e oala) — 0a(a) 3 
= lim , deci = 1, deoarece lim Pilt) — 
E) = ao ai 
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4) Aplicăm tormula lui Taylor funcţiei polinomiale P(x) = z? — 222 + 2+1 în 
jurul punctului z = 2. Avem P'(2) = 3? — az +1, P*(z) = 6z — 4, Pr(z) = 6, ceea 
ce dă P(2)=—3, P'(2)=5, P*(2)=— 8, Pr(2)= 6. 


Vom avea deci P(z) = P(2) + = (z—2)+ PE) (a — + Es (e=2p= 
= 3+ 5z 2) az 2 (ap. 


Reciproc, formula lui “Taylor ne permite să constituim un polinom dacă se cunosc 
derivatele sale succesive într-un punct dat. 


EXERCIŢII (capitolul V, $ 2) 


1. Să se determine intervalele de convexitate şi concavitate pentru funcţiile f: D= R 
următoare (D fiind domeniul maxim de definiţie): 


a) flz) = + 32; e) flz) = min z; 
= Ei 

b) [(z) = sin zi n na = Ei 

22 22 
e) fl) = Fi miei, 
d) fa = +a; n) ra) = E. 
2. Să se determine punctele de inflexiune pentru funcţiile F:R— R următoare: 
a) pe) = aa = i Dna VIET + VTR: 
b) fl) = at — da; 2) poat acas; 
e) flo) = ee . n) 12) = cos z — cost z; 
4) fa) = 22 î) a) = sin 2 — sint z; 

lzl+ 
e) fim Vari; ? Î) [la = ta + 5 — 22, 


8. Presupunem că funcţia f: (a, 2] R este continuă pe [a, 2], de două ori derivabilă 
pe (a; 5) şi astfel încit /* > 0 pe (a, 5). Să se arate că pentru orice a e (a, b) tangenta 
la graficul lui / în punctul (a, /(a)) este dedesubtul graficului lui f. 

4. Să se arate că dacă o funeţie f: 7 = R pe un interval 7 este o funcţie convexă şi 


ai i p[akb fa) + 7), 
a,b e1, atunci r și )< E 


5. Fio a, be R constante, ab > 0. Se cohsideră funcţia f:RN(0)=R, f(z) = 
ae az, 1eR. Să se studieze monotonia și convexitatea lui f pe 


intervalele (—co, 0), (0, o); discuţie. 

6. Sa se determine o funcţie polinomială f: R— R de gradul IIL astfel incit: 
170) „[10) = 2, pro) = —3 
1/0) 0, f*(0) = 0, *(0) 
e) f(0) = 0, Pi) = 0, PU) = 0, fr) = k, ka 0, real dat. 
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$ 3. Reprezentarea grafică a funcţiilor 


În cele ce urmează, vom subinţelege fixat un sistem ortegonal de axe 
z0y. Am adus, în capitolele anterioare, mai multe motivații asupra utilității 
graficelor de funcţii. Subliniem din nou faptul că scopul nostru este studiul 
funcţiilor, trasarea graficului unei funcţii fiind un mijloc extrem de util pentru 
a ilustra proprietăţile ei locale şi globale. Acum ne ocupăm de trasarea grafi- 
celor de funcţii reale, extinzind cazul funcţiilor elementare. Ca aplicaţie 
a rezultatelor teoretice stabilite pină acum, utilizind în mod esenţiel noţiunea 
de derivată, ştim să indicăm deja anumite puncte importante ale graficelor 
(puncte de extrem, intersecţii cu axele ete.), intervalele de monotonie, anumite. 
drepte remarcabile (asimptote, semitangente ete.). Odată determinate aceste 
elemente, ele pot să fie figurate pe sistemul fixat de axe şi permit redarea 
aproximativă a graficului funcţiei considerate. 

Pentru a prezenta mai sistematic modul de lucru în trasarea graficului 
unei funcţii (notată cu f), recomendăm parcurgerea următoarelor etape de 
determinare succesivă a unor elemente caracteristice ale funcţiei. 

1. Domeniul D de definiţie al funcţiei. Acesta este fie indicat în mod expli- 
cit de enunţ, fie este subinţeles ca fiind domeniul maxim de definiţie (în cazul 
funcţiilor elementare). 

De pildă, pentru o funcţie de tipul / g(z) se pune condiţia g(z) > 0, pen- 
tru In g(z) trebuie ca g(z) >0, pentru un cit a este necesar ca h(2) 70, 
iar pentru arcsin g(z) este necesar ca —1 < ș(z) < 1 etc. Dacă funcţia este 

eriodică, atunci este suficient ca funcţia să fie studiată pe un interval de 
lungime căt perioada principală ; trebuie atunci făcută distincţia între domeniul 
de studiu şi cel de definiţie. De asemenea, în probleme cu conţinut fizic, se 
poate intimpla să apară restricţii suplimentare pentru domeniul de studiu. 

De îndată ce este indicat D se determină intersecțiile graficului funcţiei 
ou axele de coordonate. Dacă 0 € D, atunci graficul intersectează axa Oy 
în punctul (0, f(0)), iar eventualele intersecţii cu axa Oz sint punctele (a, 0), — 
a E Dunde f(a) =0 şi se obţin deci prin rezolvarea ecuaţiei f(z) = 0. 

1]. Semnul funcţiei şi eventualele simetrii ale graficului. 

Dacă f 3.0 (respectiv f < 0), atunci graficul lui f este situat deasupra 
(respectiv dedesubtul) axei Oz. Este util de a determina mulțimile de puncte 
unde graficul este situat deasupra, respectiv dedesubtul axei Oz. Dacă feste 
pară, atunci graficul lui f este simetric faţă de axa Oy, iar dacă f este impară, 
atunci graficul lui f este simetric faţă de origine. (Pentru o funcţie pară sau 
impară, domeniul de studiu D poate fi rostrins, făcindu-se studiul restrioţiei 
funcţiei f la mulţimea DN [0, 00).) 

III. Limite la capele, continuitatea funcţiei, asimptote. 

Dacă mulțimea D este nemărginită, atunci este necesar studiul limitei 
lui f spre -+eo (sau spre —c0), determinindu-se totodată asimptotele orizon- 
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tale (eventuale) ale lui f. Dacă D este o reuniune de intervale, atunci se cal- 
culează valorile sau limitele lui f la capetele fiecărvi interval. 

Se determină asimptotele verticale (eventuale), edică dreptele z = zo 
unde în punctul zg cel puţin una din limitele laterale f(z, — 0) sau f(zo + 0) 
este infinită. 

În cazul cînd nu există asimptotă orizontală, de exemplu spre -|-oo, 
se poate studia existența asimptotei oblice y — mz + n, dacă limitele 


m —lim [2 n — lim [f(z)—mz] există şi sint finite (similar pentru 
a i 


0). 


Deja din parcurgerea acestor trei etape ne putem da seama într-o oarecare 
măsură de alura generală a graficului. De asemenea, trebuie determinată 
mulţimea punctelor din domeniul de defi în care f este continuă. Pasul 
următor este esenţial. 

|v Derivata îmtii. La acest punct se stabileşte mai întii mulţimea punc- 
velor in cure iuncţia f este derivabilă; se calculează derivata f!. Se rezolvă 
ecuaţia f'(2) = 0 şi astfel se determină punctele critice ale lui f și intervalele 
pe care f' are semn constant. Din studivl punctelor critice, combinat cu cel 
al intervalelor de monotonie, putem decide care din acestea sint puncte de 
maxim sau minim local pentru f. Mai precis, dacă zg este un punct critic și 
dacă într-o vecinătate a lui z avem f'(z) 3 0, pentru z < ze şi f'(2) < 0 
pentru z > za, atunci este evident că za este un punct de maxim local pentru 
f (deoarece f creşte pină în zp şi descrește după z,); similar, dacă într-o veci- 
nătate a lui z, f'(2) < 0 pentru z < ze şi f'(z) > O pentru z > zp, atunci 20 
va fi un punct de minim local pentru f. Nu trebuie uitat că dacă f este definită 
pe un interval închis, se poate ca funcţia să aibă extreme la capetele intervalu- 
lui, fără ca f! să se anuleze, după cum se poate întimpla ca f să admită 
extrem în punctele unde f! nu există (de exemplu, f(z) = | z | are vn minim 
în punctul z = 0, deşi f nu este derivabilă în z — 0). În general, trebuie stu- 
diată funcţia şi pe mulţimea punctelor în care nu este derivabilă (puncte 
unghiulare, puncte de intoarcere, semitangente etc.). 

Dacă funcţia f este de două ori derivabilă, atunci, pentru trasarea ceva 
mai precisă a graficului lui f se adaugă etapa: 

Siudiul derivatei a doua Caleulul rădăcinilor reale ale ecuaţiei f"(2) = 
şi semnul lui f* permit determinarea intervalelor de convexitate și a punctelor 
eventuale de inflexiune. În particular, semnul derivatei a doua în punctele 
critice permite a se decide care dintre acestea sint puncte de extrem, cf. 

“ teoremei V.6. 
Tabloul de variaţie 

Rezultatele obţinute pot fi sintetizate într-un tablou avind trei rubrici 
orizontale sau patru (dacă funcţia este de două ori derivabilă și forma deri- 
vatei secunde permite determinarea semnului, respectiv a rădăcinilor sale): 
prima este pentru valorile remarcabile ale lui z, în a doua se trec valorile 
corespunzătoare ale lui f! şi semnul lui f”, iar în rubrica a treia se trec valorile 
lui f, limitele la capete şi semnele indicind creşterea sau descreşterea funcţiei f. 
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Asimptotele verticale se marchează prin linii verticale punctate în acest 
tablou, trecindu-se în linia a treia limitele laterale corespunzătoare. În a 
patra rubrică se trece semnul lui f*. Menţionăm că în practică la această 
rubrică pot apărea mari dificultăţi de calcul şi, în acest caz, ea se poate omite. 

Trebuie remarcat că apariţia unor contradicții în tabloul de variaţie (de 
exemplu creștere spre —co, descreştere spre -+-co, creştere de la Foo încolo 
etc.) indică greșeli de calcul la determinarea limitelor funcţiei sau în expresia 
derivatei f!, în rezolvarea ecuaţiei f'(z) = 0, la intersecțiile cu axele, asimp- 
tote etc. 

VI. Frasarea graficului. 

Pe sistemul ortogonal de axe zOy fixat se figurează elementele determinate 
la etapele anterioare. Graficul funcţiei va fi o submulțime a mulțimii D x R 
(başurindu-se complementara mulţimii D x R din R2). Punctele remarca- 
bile ale graficului se unesc printr-o linie curbă, ţinîndu-se cont de mono- 
tonia funcţiei, de asimptote şi în general de rezultatele sintetizate în tabloul 
de variaţie. Pentru a trasa cit mai corect graficul funcţiei se recomandă a 
cunoaşte mai multe valori ale funcţiei şi ale derivatei. În fapt, ceea ce facem 
este o „interpolare“ ținind seama de valorile remarcabile găsite 

In continuare vom da mai multe exemple de reprezentări grafice, cu 
parcurgerea sistematică a etapelor 1 — VI menţionate. 


EXEMPLE 


Dima |. 


1. Domeniul maxim de definiţie este D = R. Intersecţiile cu axele sînt 
(0,0), (—1,0). 
II. Funcţia nu este pară, nici impară. Ea este pozitivă (f(z) > 0) pentru 
a + a? > 0, adică pentru z > —1. 
III. Limitele la capete sint lim f(z) = lim (2% + 2) = —co şi lim f(z) = 
sa-l praică seo 


= lim (2% + 22) = co. Nu există asimptote. Funcţia f este continuă pe R. 
pre 


IV. Derivata întîi este f'(2) —3a2 + 22, Va E R. Ecuația f'(2) =0 
2 


are soluţiile zi = —-» za =0 (punctele critice ale lui f). Evident 
T(-2)=3 sino=o 
V. Tabloul de variaţie este 
| tea Si [) ce 
Pa) + o — - 
Ha] —o 7 5 > 7 se 
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VI. Graficul (fig. V.8). 
(Se observă că pentru z > —1 graficul este situat deasupra axei 0z.) 


2 | ro 

1. Domeniul maxim de definiţie este D = RNfOJ = (—co, 0) U(0, co). 
Graficul nu taie axa Oy (pentru că 0 & D). Intersecţiile cu axa Oz se deter- 
mină rezolvind ecuaţia f(z) = 0, adică z + 1 —0; există o singură intersec- 
ţie cu axa Oz, anume punctul A(—1, 0). 

II. Funcţia nu este pară şi nici impară: avem f(z) > 0, dacă și numai 


dacă ETA > 0, adică z> 4,2740. 


III. Limitele la capete: lim f(z) — lim (= Ea ) =0, lim f(2) = 
pri paza (5 = 


E: 
a<o 
= lim Fi = co; Bois il =tim (2 +4 0 
220 23) |.) e at 
E: Eee E 


Aşadar, dreapta y =0 este asimptotă orizontală (spre —co şi spre -+0o); , 
apoi z = 0 este asimptotă verticală. Funcţia f este continuă pe RN 10). 

IV. (nemai Ia NE a mi E 

V. Avem f'(2) e — 2 i 
mandă ca numitorul să fie pozitiv, pentru a determina mai uşor: semnul 


derivatei, deci /'(2) = — seta, Vz740. Ecuația f'(2) =0 are o singură 


2, dar derivata f! îşi schimbă semnul în punctele 
r dacă în punctul z = 0 ea nu este definită). 


„Va € D; de obicei se reco- 


soluţie, anume z 


2 = —2, 2 =0 (el 


V. Tabloul de variaţie: 


z —eco —2 — 0 co 
LMC) 400, s-o Ura -2 
Mo. > 2 a 0 7 lee so 


Fig. V.9 VI. Graficul (fig. V.9). 


lie] 
rage | 


1. Domeniul maxim de definiţie este D = R; graficul are o singură inter» 
secţie cu axele, anume originea. 
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II. Funcţia este pozitivă pe întreg R, deci graficul este situat deasupra 
axei Oz. Apoi funcţia este pară, deoarece f(—z) — [(2), Vz E R. Este sufi- 
cient să facem studiul restricţiei lui f la mulţimea D, — (0, eo). 


III. A i ae, Îi = BA] = = 
jap re big e) alice RO RADU ez) ele 


(gradul: numărătorului fiind mai mie decit gradul numitorului). Așadar, 
y = 0 este asimptotă spre +-co. Graficul nu admite asimptote verticale sau 
oblice. De asemenea, funcţia f este continuă pe întreg domeniul de de- 


finiţie. 3 E 
IV. Pent [) = e loci flo) ae 0 
entru z > 0 avem f(z) = = =» deci ['(2) raza d ecă 


şi ecuaţia /'(z) — 0 are rădăcinile z = --1 (pentru z >0 se consideră numai 

2=1). Apoi fa(0) = lim ['(2) = 1, conform obs. 1, pag. 156, şi semitangenta 
= 

la grafic în origine face unghiul E cu axa Oz, 


V. Tabloul de variaţie: 


z 0 1 co 
Lc?) “utalzaa Earl 0 la Da 3 
A |o 7 E 3 [ 


VI. Graficul pe intervalul [0, co) este indicat în figura V.10, a. Deoarece 
funcţia feste pară, ea are pe B graficul din figura V.10, 5. Punctul z = 0 este 
punct unghiular. 


Fig. V.40 


acid at | 
4 ra) 2 farz4p 
1. Domeniul maxim de definiţie este D —[0, co)N(1] —[0, 1)U(, eo). 
Graficul are o singură intersecţie cu axele, anume originea. 
II. Avem f(z) > 0, Vz€ D. Graficul nu admite simetrii (faţă de Oy 
sau față de origine). 
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III. Limitele la capete: lim f(z) = lim 
20 Par 


> 35 
li = La 
zi Liu) Sa ip fa) > Li, m — 2241 
EET 
= lim =" li A =0-1= 
ze IV 2 se FI 1 
(ta) 


Axa Oz este asimptotă orizontală (spre -+oo), iar z=—1 este asimptotă 
verticală. 


zisa 1 —Vz-2(5—1 


— 1 — sale 1) 


IV. d FE 5 Bi a 
le — tz +1) 
= en Va E (0; 4)U(, co). 
Funcţia / nu este derivabilă in punctul 2 =0 și f4(0) = lim Ha a 
E=t) 
1 ȘI : ,, : ȘI 
= i: Pap > si de alttel fat0) = di f'(a) = ee. Atunci graficul 
: E 


are ca semitangentă în origine semiaxa pozitivă Oy. 
V. Tabloul de variaţie: 


4 
zi ZA; = 
fiz) | so x» 0' 


VI. Graficul (fig. V.11). 


5 |n —3 | 


1. Domeniul maxim de definiţie este R. Pentru z = 0 avem /(0) = 8 — 3*=— 
—1—0 şi originea este unicul punct de intersecţie al graficului cu axele. 
TI. Avem f(z) > 0, dacă şi numai dacă 3* > 3-%, adică z > 0. Funcţia 
este impară, deoarece f(—z) = 3% — 3* = —f(z), VzER, deci graficul 
este simetric faţă de origine și ar fi suficient studiul pentru z > 0. 
VII. Avem lim f(z) = lim 3% — lim 3 = = —e0 și lim f(2) = 


— ce — 0 — 3. Graficul nu are asimptote și funcţia este continuă pe R. 
IV. fila) = 3*:In3 + 3-In38 = (35 + 3-3): 1n3. 

Deoarece ecuaţia f'(z) —0 nu are soluţii, derivata f' are semn constant; 

de altfel f'(2) =0, Vz€ER, deci f este strict crescătoare pe întreg R. Se 

observă că f'(0) = 2 In 3. 
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V. Tabloul de variație: 


z —co [1] co 
P'(z) — 2 In 3 + 
f(z) —so Pi 0 Pai co 
VI. Graficul (fig. V.12). Fig. V.2 


6) | ro a+vzFz 


1. Domeniul maxim de definiţie D este definit prin z? + 27 > 0, deci 
D = (—s0, —21U[0, co). Pentru z = 0 avem f(0) = 0; apoi ecuaţia f(z) =0 
a+ VE 220 are unica soluţie 2 = 0. Aşadar, graficul lui f are o 
singură intersecţie cu axele, anume originea. 

II, Dacă z > 0, este evident că f(z) > O, iar dacă z< —2, atunci f(2)<0. 
Graficul nu admite simetrii. 


II. Avem lim f(z) = 
s-a 


= lim = = ai 
i (2 +) V-a 
Ei 3 
Apoi lim f(z) = —2, lim f(z) =0 şi lim f(z) = co + ce = co. 
se Rei po 
Graficul admite asimptota orizontală y — —4 spre —ce și nu are asimptote 


verticale. Determinăm asimptota oblică (eventuală) şi pentru aceasta, calculăm 


fe) — lim 2 LEE — tim (1 + Vi  ) 
zi = 


m = lim 
ao az x 


n=lim [f(2) — mal = lim [(2 + VF 22) — 22] = lim (VI — 2) = 
Peart pereti pai 
2 mik? 22 Leii 2: 
recete, pia Va Fizz + 2 Miu (V 
z 
a. 


ze 
12) 
z 


2 


a 2 
= lim 


x 2 
Vara șa 
z 


Aşadar, dreapta y = 2z + 1 este asimptotă oblică spre eo. 


z+1 z+1+VE FI 
Va + 22 Vaz 


IV. Derivata este f'(2) =1 + 
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Ecuația f'(2) = 0 devine zi ţ2z= —z—1 și 
nu admite soluţii. 

Aşadar derivata f! are semn constant pe fiecare 
din intervalele (—co, —2) şi (0, 00). Se observă că 


fi—2) = lim f'(2) = —e0 și [i0) = îi Po) =ee. 
Punctele 2 = —2, 2 =0 sint punote de minim 
peritru f. 
V. Tabloul de variaţie este: 
| = 00 a o 20 
ma — = —e co + 
LCD Ia MR —2 0 A ce 
VI. Graficul este indicat în figura V.13. 


2 |fm= 


—VTE=Ti |. 


1. Domeniul maxim de definiţie este D= R. 

II. Avem f(z) > 0 4>|2—1 | —<zi—isieze[- Vă, Vă. 
Funcţia f fiind pară, este suficient de studiat comportarea ei pe intervalul 
[0, so). 2 

III. lim f(z) =0, lim f(z) = lim (4 — Va = 1) = —ce. 

EI pată =o 
Funoţia nu admite asimptote verticale şi nici asimptotă orizontală spre --oo. 


Apoi, m = lim 


i De — sim (2 — Va — 3) = 

m £ x | a p 

n =lim [f(a) + a] slim U +a — VEZI] = lim bt 04) = 
area x=o so 1+ 


a+V/ a-i 
2 
=(2 +2) 
= lim ASA = lim = 


mo Par VA=I se (+ IS TE 
(ar Vi 
z E 


deci y = —z + 1 este asimptotă oblică spre -+co. Funcţia f este continuă 
pe R. 


IV. Pentru orice zeR, na= [12 Si , i ela EI A 20) 
„dacă zE(—,1) 
Deci, f'(z) = 


„dacă z€ (—c0, —1) U(4, 20) 
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(în punctele z = --4 funcţia f nu este deri- 
vabilă; aplicind corolarul teoremei 1V.10, 
este important de observat că f;(—1) = se, 
fu) = —ce, F;U) = ce, fil) = —co, de 
punctele —1, 1 sint puncte de întoarcere și 
simultan puncte de maxim). 


V. "Tabloul de variaţie pe intervalul [0, 25) 
este: 


- z | 0 1 co 
Pia] o PD 2 i Ea 
fa) | 0 Pui d. S —ce 


VI. Graficul (fig. V.14). 


8) | f(z) = ze S-ata) |. 


ze”*, dacă z>0 


1..Agadar (a) =| 0. dacă 2 <0 


Domeniul maxim de definiţie este D = R. Domeniul de studiu efectiv este 
Du =(0, 00), deoarece pentru 2 =0 avem f(z) =0. 

II. Dacă z > 0 este evident că f(z) = ze >0, deci graficul este situat 
deasupra axei Oz. 


IL. lim f(z) = 0, lim f(z) = lim 2 = lim A = 0 (aplicind regula lui 
za 5) at 


Rec) 
Pilospital). Funcţia nu admite asimptote verticale şi are g = 0 asimptotă ori- 
zontală spre +-oo (şi spre —c0). De asemenea, funcţia / este continuă pe 
întreg R (căci este continuă pentru z < 0, pentru z > 0, iar în origine [(0—0)= 
= F(0 + 0) = (0) =0). 

IV. Pentru z <0 avem (2) =0 şi pentru z >0 avem f'(z) = —, 
— 0 = (4 — 0) 6%. Funcţia f nu este derivabilă în z —0 (căci f,(0) = 
—0, fu0) =1). Apoi f! se anulează pentru 2 —4. Evident, f(1) = = 


Di 


V. "Tabloul de variaţie: 
z —eo [tă 


4 
Piz) [5 07 pita 10 zi 


iz) o [) ar 9 70 


VI. Graficul (fig. V.15). 


189 


9 | (D=z2mz |- 


I. Domeniul maxim de definiţie este D=(zER|z >0]. Graficul 
intersectează axa Oz în punctul A(1, 0). 

II. Avem f(z) > 0, dacă şi numai dacă In z > 0, adică z > 1. Graficul 
nu admite simetrii. 


III. Limitele la capete: lim f(z) = lim PE 
20 20 
x>0 x>0 


(folosind regula lui PHospital); apoi lim f(z) = lim z? In z = co - co = ce: 
Ei Spa 
Funcţia nu admite asimptote. 
IV. (2) =22mz+ a-i =zQmz+1), vaz >0. 
Ecuația f'(z) — 0 devine 2 în z+ 1 =0, deci 2 ==. 


V. Tabloul de variaţie: 
1 


| o raci co 
Pa) = 0 ip 
4 
Mao a so 
so observă că (23) = — d şi că lim fi(z) = lim z0nz+1)= 
e 2e x xa0 
a beti 


VI. Graficul (fig. V.16). 

(Săgeata semnifică faptul că funcţia f nu este 
definită în z — 0, dar are limită la dreapta în 
punctul z = 0.) 

Observaţie. Pentru studiul şi reprezentarea 
grafică a funcţiilor exponenţiale şi logaritmice 
se utilizează următoarele fapte. Pentru orice 
n > 1 întreg, avem 


E ae ca 
lim €* = co, lim -£ = ce. 
x IN ao În 2 
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(se mai spune că exponenţiala „crește mai repede“ spre infinit: decit orice 
putere zn, care la rindul ei creşte mai repede decit logaritmul lui z). 


Din faptul că lim € = eo, prin logaritmare rezultă lim (2 — In z) = oo. 
»se a sa 
De asemenea, lim ze* lim (—z e?) = —lim2 =0 şi analog, 
x zi zoo et 
a e tii 
E Aziz A er zii 
imi es = lim, (—ze2)=0. Apoi limes = limze: = ee; 
no 2 pie 0 2 pasi 
320 350 
3e-âsemensa, lim (ip ln do) ea Tanti 25 == dna lina > 09. 
prui Patra m 2 


10) | fi) zsinz +a sin 2 


1. Domeniul maxim d€ definiţie este D = R. Deoarece funcţia f este 
periodică de perioadă principală 2r, este suficient de studiat comportarea 
funcţiei pe intervalul 7 = [—x, m]. Avem f(0) = 0 şi dacă f(z) = 0, atunci 
sin z + sin z cos z —0, de unde z E (-—m, 0, n) (zerourile situate în 1). 
Aşadar, intersecțiile graficului cu axele sint As(—z, 0), Aa(0, 0), As(7 0). 


II. Graficul este simetric faţă de origine (deoarece funcţia feste impară). 
Am fi putut reduce studiul funcţiei la intervalul [0, 7]. 


III. Deoarece lim f(z) = f(—x) =0, lim f(z) = fin) = 0, rezultă că 
Pur pui 
poe 2 
funcţia f este continuă în punctele z = —m, 2 = m, deci în (și chiar pe 
întreg R). Funcţia nu admite asimptote (de altfel orice funcţie periodică 
neconstantă nu admite asimptote orizontale sau oblice). 


IV. Avem f'(2) = cos z + cos 27 = 2 cos E cos ?, Va € R. Soluţiile 


din ale ecuaţiei /'(2) =0 sint —z, — Ze 


V. Tabloul de variaţie: 


z |—r a 
ra) o — o > 
fi] 0: 0 

VI. Graficul (fig. V.17). Fig. V.17 
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10 | fi = m +rsinz+ |sinzi) 


în (4 + 2sin ), dacă sinz >0 
[) „ dacă sin z < 0 
Domeniul maxim de definiţie este D = R. Avem [(0) = O, iar ecuaţia f(z)=0 
are ca soluţii toate punctele unde sin z < 0. 
II. Funcţia este periodică de perioadă principală 2 şi este suficient să 
fie studiată pe intervalul / =[—x, 7]. Avem 
PS [i] „dacă z € [—m, 0] ă 
(a + 2 sin 2), dacă z€ (0, m, vz€e/ 
III. lim f(z) = n =0, lim f(z) = lim [(2) =0, lim f(z) =imti=0. 
Puii 330 00 pai 
stati 20 350 Focul 
Graficul nu admite asimptote. 
0 „dacă zEl—r,0) 
IV. Avem /'(2) = | E pci 
1 + 2sinz 
0 şi f4(0) = 2, deci z = 0 este punot unghiular, 


1. Aşadar, f(z) = 


„dacă z€ (0, 7] 


In punctul z = 0, f,(0) 
V. Tabloul de variaţ 


z | —r 0 Ea Eni 
2 

Pie) | RO) lol 200250 RO E a 

f(z) 0 0|0o „A m3 0 


VI. Graficul (fig. V.48). 


4A+z 


12) | f(2) 


rotg 


e este D = (—eo, 1). Apoi f(0) = arotg 1 = 


T. Domeniul maxim de defi 
=, iar ecuaţia f(z) = 0 are unica soluţie z = —1. 


Deci intersecțiile cu axele sint . 
A £ —1, 0). 

(0, 2), Bo 

II. Graficul nu admite simetrii. 
Apoi el este situat deasupra axei Oz, 
dacă şi numai dacă f(z) > 0, adică 
ei 50, Aszei, 


II. lim (2) = lim „arote = 


aretg lim 


= — 5, lim f(z) = arctg co = = Dreapta z = 1 nu este asimptotă ver- 
zi 


ez 
ticală, iar dreapta y = E este asimptotă orizontală spre —co. 
, +a 
= 
IV. f'(2)= L] [4 ta 2 3—z 
ii e [EEE Îl 1Zz 2 iz r2Viz 


pentru orice z < 1. Ecuația /'(2) = 0 nu are soluţii (deoarece punctul z = 3 
nu aparţine lui D). Aşadar, f' are semn constant pe D, anume f' >0. Se 
observă, de asemenea, că f;(1) = lim f'(2) = 

= 

zii 


V. Tabloul de variaţie: 


z —eco — 0 1 
ra) IN pd etnie, 
- E 5 

[2 = FO A ra A = 


Fig. V.49 

VI. Graficul este cel din figura V.19. 

Ne oprim aici cu prezentarea exemplelor de reprezentări grafice. Vă reci 
mandăm fiecăruia dintre voi nu numai înţelegerea acestor exemple, ci şi 
rezolvarea a cit mai multor exerciţii cu reprezentări grafice, pină la obţinerea 
unei experiențe suficiente care să vă permită să folosiţi graficele ca un mijloc 
curent de ilustrare.a variaţiei unor mărimi sau a evoluţiei unor procese. 


în unele aplicaţii se utilizează așa-numitele „grafice cu parametri”. Fie f: D x PR 
o funcţie reală de două variabile reale; așadar, pentru orice z 6 D, k & P este detinit 
numărul real f(z, k). Pentru fiecare k fixat, k e P 
este definită cite o funcţie DR, zi—f(z, k) 
al cărei grafic are ecuaţia y = f(z, k). Se mai 
spune că avem o familie de funcţii pe D, cu 
parametrul k. 


Exemple 
1)Fie D=R, P=(0,c) şi f:DXxP-—R, 
iz, R) = —. Aceasta reprezintă o familie 
de parabole (pentru fiecare k cite o parabolă, 
fig. V.20). 
2) 'Trasăm graficul familiei de funcţii D = R, 


m +k 
PR, f:DxP > rute ala 
AR pda A ml ale prieri Fig. V.20 
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Presupunem mai îniti k > 0. Atunci graficul nu intersectează axa Oz. Pentru orice 
K, dreapta y = 1 este asimptotă orizontală spre —co şi spre -+-co şi nu avem asimptote 
verticale, Apoi 


fin) = 20 +1) — 3040 ti) 32 vaat, 
(Fa (Fa 


deci derivata se anulează în origine. 
Dacă 0 s k < 1, atunci tabloul de variaţie este 


z —oo o co 
fala 8) — o + 
fe, k) $ NY k 7 1 


şi graticul corespunzător este indicat în figura V.24, a. 


[ 
Fig. VA 


Dacă k = 1, atunci, de la început, f(z, 1) = 1, V z, adică graficul este dreapta y = 1. 
Dacă k > 1, atunci tabloul de variaţie este 


[i —% o co 
fate) + o — 
fa, 4 7 k € 4 


și gruticul are forma din figura V.24, d. 

Presupunem acum k < 0. În acest caz graticul 
intersectează axa Oz în punctele + /—Fk. Tabloul 
de variaţie este 


fala) = —-o0+ + 
fak) A e 0 Sp 0 i 
şi graficul este de forma din figura V.21, c. 


Intreaga discuţie poate fi rezumată în cadrul 
Fig. V.22 unui singur desen (fig. V.22). 
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În exemplele precedente am omis studiul derivatei a doua. Iată acum 
două exemple în care se foloseşte şi derivata a doua. 


18) | fm=2+2 


1. Domeniul maxim de definiţie este D = RN(0). Graficul nu inlersec- 
tează axa Oy. Ecuația f(z) =0, adică a? = —8, are o unică soluţie reală, 
anume z= —|[/8=—2. 

II. Graficul nu are simetrii. Apoi f(z) > 0 dacă și numai dacă e € (—co, 
-—2]UL0, ee). 

TI. Jim, f(z) =ee, tra fa) ==, re fa) = cos lim f(z) = <a. Dreapta 
e = 0 este o asimptotă verticală şi nu există alte asimptote. 


2 (a —4) și Pa) = 


IV. Pentru orice z ș 0, avem f'(2) = 22 — E 


= 16 _ 2 + 8) (m —22 +8) 
=2+ pi a au (2 + 2)z. 
Ecuația f'(z) = 0 are unica soluţie z = |/4, iar ccuația f"(2) = 0 are solu- 


ţia 2 = —2. Semnul lui f” este acelaşi cu semnul produsului z(z +- 2). Punc- 
tul z = —2 este punot de inflexiune. 


V. “Tabloul de variaţie: 


aj . —a [) pz eo 
Lc) —6 0 + 
[ule2) + 0 — + + 
f(z) | so 0 + —co|co Ss 6/2 Ac 


VI. Graficul (fig. V.23). 


14) [fim =e* |: 


1. Domeniul de definiţie este D = 
punctul A(0, 1). 


II. Funcţia f este pară şi f > O, deci graficul este simetric faţă de axa Oy 
şi este situat deasupra axei Oz. 


graficul intersectează axa Oy în 


re =0. 


III. lim f(z) =e-2 =0; lim f(z) 
ma ea 
Graficul are asimptota orizontală y = 0 spre -f-co şi spre —co. 
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“age 


A 
E: Z [Za x 
* 
Fig. V.23 Fig. V.24 
IV. f(2) = —2z0-*, fra) = 2e-*(2z2 — 1), VzeR. 
V. Tabloul de variaţie: 
i z | —co că 0 ia co Pi 
(25) în NE d i 2 EV: = 
Pa) po = 0. + 
fa) 0 e DĂ S g ne 
ca Poe ae 


VI. Graficul corespunzător are forma celui din figura V.24. 
Acest grafic poartă numele de clopotul lui K.F. Gauss (1777 —1855). 


XERCIȚII (capitolul V,$3) 


„ Să se reprezinte grafic următoarele funcţii polinomiale (folosind numai derivata 


iu)? 
a) fa) = —a0 + 3%; e) fim = 2 —32+2; 
b) f(z) = 32 — 27; 1) fa) = alz+ i; 
0) flz) = ai — 82; 8) fad = uzi — a); 
d) f(z) = a — Sa; h) f(z) = —nz (n>1 natural). 


2. Să se reprezinte grafic următoarele funcţii raționale: 
70 + 202 


» 
ana ai e ne) = DEE: 
n) no) pi n na zi 
o) na) E Dra 

= ; ; Er 
d) na) = EA; Dai 
e) no = si ra 


519 = =, 1 fid= [aaa 
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3. Să se reprezinte grafic următoarele funcţii : 


a) na) = CE: n) fa) = 
b) fid= = ; i) fa) = i 


o) fa) = V-= i) fa) = VB 7F2; 
a 
d) [la = Vs K) f() = 


„dacă z<4; 


z „dacăz>t; 
+ 2, dacă zs0; 


e) la) = HD 4 cocă zoi 
Z. ; 

Dr = m) fl) = 2 + PER; 

e) 1-a: n) fa) = 22 V/. 


4, Fie f:R—R, f(z)= VE FIR =3. Să se calculeze lim f(z) — z], să se arate 
că V 2 e RN(—2, 1) avem a/(2)f'(2) 2 0 şi să se traseze graficul lui f. 


5. Să se reprezinte grafic următoarele funcţii: 
ma 
2-1 


a) flz) = —1; e) 7) 


h) fie) = (+ ae; 


c) fim) = ae 53 î fi = Imz+zl; 
ie ș j bei 
iza n ne EL: 
1+e 
F-A 
e) fl) = 5; x) fl) = ina — 2); 
Dra) = m 4; 1 fo) = m VIE — arctg a 


6. Să se reprezinte grafic următoarele funcţii: 


a) fila) = asin (22 ji 2); c) fiz) = sin z — cos z; 
v) ri = CUTII ; d) [(2) = ina + sin 2); 
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e) fl) = z+sinzi n) f(a) = 2 arosin A — arccos AL; 
Pi z 


î) Piz) = 22 — cos 2; D fa) = ne 
n) [im = +2 arctg zi; 3) fl) = 2 + Inleos 2). 


7. Si so reprezinte grafic următoarele funcţii: f: D= R (D fiind domeniul maxim 
de definiţie), folosind şi derivata a doua: 


n ran i n na) RE, 


b) [f(z) = ae 8) f(z) = sin z-costz; 


o) = fai n) fa) = (e le+ 2); 

a na) = Vip î) miti 

e) la) = sin z — cos zi i) (m = igz-—z. 
mi 


8. Se consideră funcţia f(z) = „a fiind un parametru real, a > 0. 


m -+az-+a 
să se determine a asttel incit graficul lui fsă aibă o singură asimptotă verticală și să se 
voprezinte apoi graficul funcţiei f pentru a astfel găsit. 


9. Se consideră funcţia f: (0, c0)—R, f(z) a k fiind un parametru real, 


z 
Să'se determine parametrul k astfel incit /'(1) = —1 şi apoisăse reprezinte grafic funcţia f. 


10. Sa se reprezinte graficele funcţiilor urmatoare ce depind de parametri: 


a PER) pl Eroi 


b) FIR DR, [as VE, isrs2: 
(z+ 20, xeR; 


c) PRR, flz) 


$ 4. Probleme de maxim şi minim; optimizări 


Acest paragraf cuprinde aplicaţii directe ale rezultatelor teoretice ante- 
rioare privind determinarea punctelor de extrem ale unor funcţii reale de o 
variabilă reală. În acelaşi timp, avem aici un prilej deosebit de a exemplifica 
forţa metodelor analizei matematice în rezolvarea unor probleme de mode- 
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lare a realităţii fizice. Citindu-l pe matematicianul şi pedagogul G. Polya, 
„problemele de maxim și minim idealizează o înclinaţie a naturii şi a noastră 
înşine de a obţine efecte optime cu eforturi minime“. 


1) Dintre toate numerele reale z :> 0, să se determine cel pentru care diferența a — i 
“este mazimă. 


Soluție, Notăm f(2) = z — 2. Trebuie să determinăm maximul lui f pe intervalul 
(0, co). Aplicind teorema lui Fermat, rezolvăm mai întti ecuaţia /'(2) = 0, adică 1—3a%=0, 


Se obţine soluţia z, = (a. Din tabloul de variaţie 


e o co 
Și MI , 
ma jo 72-a 


rezultă că punctul = Vă este un punct de maxim pentru funoţia f şi totodată 


soluţia problemei puse. 
(Se putea observa şi direct că f"(z) = —6z, deci că /"(za) < 0, adică ze este punct de 
maxim ct. teoremei V.6). 


2) Să se determine eziremele locale și eztremele globale ale funcţii 
pe intervalul 1 = [—2, 1]. 


flo) = 22 + cos 2 


Soluţia. Avem f'(2) — 
ţia f'(z) = 0, deci sin 22 = 1, 22 = 2in + F rai e Z). Tabloul de variaţie a lui / pe 


— 2sin2z, z e R. Punctele critice ale lui fsintdate de ecua- 


intervalul 7 este 


z —2 a 4 
4 
Lat) + 19 
fl) —4 + cos 4 7 z F 2+ cos 2 


Funcţia f nu are extreme locale în 7, deoarece f este monoton crescătoare pe /; rezultă 
int f(z) = [(—2) = —4 <k'cos4 şi sup f(z) = [(1) = 2 + cos 2. 
xe ei 


8) Presupunem că puterea P() emisă la descărcarea unui dispozitiv electronic la fiecare 
moment t > 0 este P(t) = 2 -e-%:i (puterea fiind măsurată în «aţi și timpul în secunde). 
Să se afle: 


a) a ce moment puterea va fi mazimă; 
b) între ce limite (margini) variază puterea P() în intervalul de timp te (10, 20) 
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1 
Ze 
Soluţie. a) P'(i) — 38. e—0sst — 020 -eost — n.e 5 (3—-1]; ecuaţia P'(0)=0 
ȘI ţi ) 


are soluţiile r = 0, t = 15, Tabloul de variaţie al funcţiei P este 


Lă o 15 L:-] 
P'( + o — 
Pw |o + (=) +0 


Așadar, după 45 secunde puterea respectivă va fi maximă. 


15p 


b) Notăm 7 = (10, 20). Atunci sup P(4) = P(15) = (=) şi înt P() = 
tai e] * ter 


es es 


= min (P(10), P(20)) = min (e. Ai) su 0 


102 152 n 
Aşadar = S PU) S i pentru orice te [10,20]. 
E 


Observaţie. În toate problemele precedente s-au cerut extremele unor funcţii date. 
Pentru determinarea acestora s-a folosit teorema lui Fermat, impreună cu o parte din 
tabloul de variaţie (pentru precizarea extremelor). 

Există situaţii unde în enunţul problemei nu apare explicit o funcţie ale cărei extreme 
se cer determinate. În cele ce urmează, tocmai astfel de probleme vor fi analizate. Există 
aici o anumită libertate în alegerea variabilei şi în exprimarea explicită a funcţiei care se 
cere extremată; de aceea este necesară obținerea unei oarecari îndeminări din parteă 
rezolvitorului. 


4) Putem da, în sfirşit, soluţia completă la problema pusă la începutul acestui manual 
(pagina 4). Anume, în condiţiile indicate, am văzut că volumul cisternei era 


Viz) 


A (BAz— an), 2>0, 
A fiind o constantă pozitivă. Trebuie aflat maximul funcţiei V pe intervalul (0, co). 
Dar Pr(a) = A (84 — tera), deci ccuația Vr(z) = 0, adică ânzt = A, are soluţia 
A 
Vă 


mea cilindrului este h = 


poi V*(20) = —hnza < 0, deci ze este punct de maxim. În acest caz înălţi- 


ură 
Zaza 
de forma considerată (fig. 1.1) are volum maxim în 
cazul cind ea este sterică (fără cilindru). 

5) Să_se determine punctul” de pe graficul funcţiei 
iz) = 2/2 aflat la distanța minimă de punctul A(2, 0) 
(fig. V.25). 

Soluţie. Orică punct de pe gratic are coordonatele 
M (6, 7), > 0. Notăm cu g(t) distanţa dintre punc- 


tele A şi M, deci el) = V(e—2P+ Vi —0)2= 


=VEFă şi minimul lui ge este atins pentru t = 0. 
şi 


= 0 şi iată răspunsul la problema pusă: cisterna 
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6) Se consideră o emisferă de centru O şi d 
rază R. Dintre conurile circulare drepte circumscrise 
emisferii şi avind centrul bazei în O, să se deter- IN 
mine conul de colum minim (fig. V.26). 


23 
Soluţie. Notăm cu 2z măsura unghiului AVE. 
R 


Atunci OP = ——, 0B= şi volumul conu- A *- >e 
4 sin z cos 2 
PI BR. 08 2-A SEE VEREE 
3 3  sinz-cos?z 


Condiţia geometrică impune 0 < 2 < i „ Determinăm minimul funcţiei W(z) = Ei e 


deci tgz= As, Se reţine soluția za (o, 7). ta = Li, adică ag = arcig 


în acest caz PP” (za) > 0, deci ze este punct de minim. 
7) Un camion trebuie să parcurgă 100 km cu o viteză constantă de v km/h (cu condiția 


m 
10<v<70), ind [8 25) di 
< ), consumi ( + 200) 2 


e retribuit cu 15 lei/h, iar benzină costă 6 lei litrul? [ă - 


-i/h de benzină. Care este viteza optimă dacă șoferul 


Soluţie. Timpul total al parcursului este ore şi consumul de benzină va fi 


(+ = „490 ei aie litri. Atunei costul pentru întregul parcurs va fi C(u) = 
iu 
a. 
15400 4 g. VP: 2400 _ 2w1 + 6300, 
v 30 E 


Viteza optimă este cea pentru care acest cost este minim. 


Avem C'(v) = e, deci voprim = V'3150 = 45//Tâ ex 56,125 (km/h). 


8) Pie o dreaptă (D) care imparte un plan în două regiuni Ru, Ra (tigura V.29). Pie 
A un punct fizat în regiunea Ra şi B un punct fizat în Ra. Ne propunem ca dintre toate 


punctele M situate pe (D) să determinăm pe cel pentru care eapresia AR MP (os fin 
w ve 


fiind numere strict pozitive date) să fie minimă. 
Alejem axele ca în figura V.27 şi notăm cu z 
abscisa punctului M (am presupus b > 0). Atunci 
avem OM= |z|, MB,= |b—z| şi expresia 
dată este de forma 

Va Fa, VE ze 

u i] 

Gondiţia năcesară de minim pentru funcţia g este 
ez) = 0, adică 


[ii 


atm)= „zeR. 


Fig. V.27 


201 


de unde se află . Un calcul uşor arată că în acest punct avem g/(2) > 0. Condiţia (*) se 


serie, în mod echivalent, 


Acest exemplu a jucat un rol important din-punct de vedere istoric și are o interpretare 
fizică remarcabilă. 
Presupunem că RR, și Ra reprezintă două medii omogens și că lumina se propagă rectili- 


niu cu viteza v, în R,, respectiv v, în Ra. Fie, ca m 


us, A un punct fixat în regiunea FR, și 


B un punct fixat în regiunea Ra. No propunem să determinăm punctul Me situat pe 
(D) prin care trece o rază de Imnină plecind din A şi care se propagă pină în punctul B, 


(DJ 


va 


ştiind că, în contormitate cu principiul lui Fermat, 
o rază de lumină se propagă pe acea traiectorie pe 
care o parcurge în timpul cel mai scurt. "Timpul 
necesar luminii pentru a parcurge segmentul AM 


(respectiv MB) va îi A. (respeotiv ME ) şi 
E EA 


timpul minim necesar pentru a ajunge din A 
în B'se determină ca mai sus. Notind cu e, (respec- 
tiv es) unghiurile făcute de razele de lumină AM, 
(respectiv MB) cu normala la (D) în M (fig. V.28), 


= 1 demonstrată anterior este tocmai legea refracției, demonstra 


deci pe baza principiului Iui Fermat, 


EXERCIŢII (capitolul V, $ 4) 


1. Să se afle z > 0 astfel înctt suma + -L să fie minimă. 


a 


2. Sa se determine extremele absolute ale funcţiei f(z) = 2% — 82 pe fiecare din 
intervalele 1, = [—2, 8], Za = (0,9, 1,4), Za = (1, 00). 


8. Costul fabricării pe zi a n unitați dintr-un produs este C(n) = 10 000 + 301 — 
—-0,004 n. Să se afle pentru ce n acest cost. este maxim (presupunind funcţia n |->C(n) 
prelungită prin formula precedentă Ia întreg intervalul (1, co )). 


4. Fie a > 0 o constantă şi m, n e N. Dacă z şi y sint strict pozitive şi z-+y = «; 
în ce caz produsul a? - yp este maxim? 


5. Se consideră un semicerc de diametru AB = 2R. Dintre toate coardele PQ paralele 
cu diametrul AB să se determine cea pentru care aria trapezului APQB este maximii, 


6. Un bazin circular are raza 100 m și fie A, B două puncte diametral opuse. O per: 
soană trebuie să ajungă din punctul A în punctul B, cu condiţia să treacă printr-un punct 
P situat pe circumferință, mergind înot pe coarda AP şi apoi alergind pe arcul PB. Pre- 
supunind că persoana înoată cu 3 km/h şi aleargă cu 12 km/h, să se afle între ce limite 
variază timpul în care persoana poate să ajungă din A în B. 


7. Se consideră un con circular drept cu raza bazei R şi înălțimea Z. Să se înscrie în 
con un cilindru: a) avind volumul maxim; b) avind aria laterală maximă. 
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$ 5. Aplicaţii ale analizei matematice la studiul ecuaţiilor 


5.1. Rezolvarea grafică a unor ecuaţii 


Dacă f, g: D= B stat două funcţii, a rezolva grafic ecuaţia f(z) = (2) 
rovine la a determina abscisele punctelor de intersecţie ale graficelor fugcţii- 


lor f şi g (fig. V.29). 

În aplicarea acestei metode, se recomandă ca 
graficele să fie trasate cu cit mai mare precizie 
(pe hirtie metrică, alegind puncte suplimen- 
tare pe grafice etc.). 

Să considerăm acum o ecuaţie de forma m = 
= p(2), unde m este un parametru real şi po 
funație avind graficul (C). A rezolva grafic această 
ecuaţie revine la a intersecta graficul (C) cu 


y 


Fig. V.29 


E) 
? 


drepte y = m, m E R, paralele cu axa Oz. Pentru valorile lui m, pentru care 
nu există astfel de puncte de intersecţie, ecuaţia g(z) = m nu admite soluţii 


reale. 


Ezemple 


1) Rezolvăm grafic ecuaţia 3% — 3z = 0. Ecuația se scrie 3% = 3z şi soluţiile ei sint 
tocmai abscisele E și E ale punctelor de intersecţie ale graficelory = 3%, y=3z (fig. V.30). 
2) Discutăm numărul de soluţii reale ale ecuaţici z? — mat + L = 0, după valorile 
parametrului real m. Deoarece z = 0 nu este soluţie, ecuaţia se scrie echivalent 


pi—22 


m Z 1. 'Prasăm graficul funoţiei ela) = E + 1 Domeniul de definiţie este RN(0), 
z = 0 este asimptotă verticală, iar y = z este asimptotă oblică, Apoi g'(2) = 
= P—2 şi tabloul de variaţie esto 
e _|_—c [i [4 ce 
ez) +p i] 4 
3 
elz) | —o 7 colo x Fi co 


Graficul lui ş este trasat în figura V.31. 


y 


Fig. V.30 


Fig. Va 
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Dacă m< is: atunci ecuaţia are o singură rădăcină reală (şi negativă), deoarece în 


acest caz dreapta y = m intersectează graficul într-un singur punct de abscisă z, < 0. 
2. atunci za — 9/7 este rădăcină dublă şi ecuaţia are încă o rădăcină z,<0. 


Dacă m > Pa atunci ecuaţia dată are trei rădăcini reale (2, < 0, 0< za < 3, z,> 3) 


5.2. Şirul lui Rolle 


O aplicaţie utilă a teoremelor lui Rolle (1V.9) şi Darboux (111.6) o consti- 
tuie şirul lui Rolle asociat unei ecuaţii de forma f(2) =0 cu f funcţie deri- 
vabilă, cu ajutorul căruia se poate decide numărul rădăcinilor reale ale ecua- 
ţiei, indicindu-se totodată intervalele unde se află aceste rădăcini. De fapt, 
cu ajutorul şirulvi lui Rolle căpătăm informaţii despre „liniile de nivel“ ale 
lui f, adică mulțimile de puncte unde f ia valori fixate (z | f(2) —a),a€ BR. 
Studiul lui f poate fi restrins la un interval. 

Stabilim mai întîi o consecinţă simplă a teoremei lui Rolle, anume : 


PEOREMA V.9. Pief:/—Ro funcţie derivabilă pe un interval /. 
Dacă zu, da € [, zi < za sint două rădăcini consecutive ale lui f! 
(adică f'(z,) = ['(z4) =0 şi între z, și za nu există alte rădăcini alo lui /'), 
atunei în intervalul (,, za) există cel mult o rădăcină a ecuaţiei /() = 0. 


Demonstraţie. Raţionăm prin reducere la absvrd. Dacă în intervalul 
(22 za) ar exista cel puţin două rădăcini E < 1 ale ecuaţiei f(z) = 0, atunci 
aplicind teorema lui Rolle pentru intervalul [E, 7), ar rezulta că există 
u € (£, n) asttel incit f'(u) =0. Atunci 2, <u < za, Și Za Za nu ar mai fi 
rădăcini consecutive ale lui f'. 

Cu aceeaşi demonstraţie se arată că dacă m (respectiv zw) este cea mai 
mică (respectiv cea mai mare) rădăcină a lui f* în intervalul 7, atunci la 
stinga lui z,, (respectiv la dreapta lui z) există cel mult o rădăcină a lui f. 

Observaţie. Se mai spune pe scurt că zerourile derivatei separă zerourile 
funcţiei (termenii de rădăcină şi zerou sint aici sinonimi). 

Facem ipoteza suplimentară că rădăcinile lui f' nu se acumulează în jurul 
vreunui punct din R. 


Etapele formării şirului lui Rolle 

1. Se fixează intervalul de studiu 7 al ecuaţiei f(2)= 0, funcţia [:7—R 
fiind presupusă derivabilă. j 

11. Se rezolvă ecuaţia f'(z) = 0 şi se consideră rădăcinile reale ale acestei 
ecuaţii (situate în /), în ordine crescătoare zm <... < zi < ape < 2 

III. Se calculează valorile funcţiei f în aceste puncte, la care se adaugă 
limitele lui f, notate a şi B, la capetele din stînga şi respectiv din dreapta, 
ale intervalului 7. Se obţine un şir de valori asociat funcţiei f (sau echivalent, 
ecuaţiei f(z) = 0), anume 


a fim) co Piz), fa), = fizao), B- 
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IV. Datele anterioare pot fi organizate într-un tablou cu rubrici pentru 
z, F'(2), f(2). Şirul Imi Rolle este şirul semnelor acestor valori (putind 
apărea valoarea 0) în ordinea indicată la etapa a III-a. Concluzia rezultă 
asttel: 

a) Dacă în şirul lui Rolle apar două semne alăturate identice, de exemplu 
fiza)- f(za) >0, atunci în intervalul (za, 2) nu există rădăcini reale ale 
ecuaţiei f(z) = 0. Intr-adevăr, două sau mai multe astfel de rădăcini nu pot 
exista conform teoremei V.9 (4, za fiind zerouri consecutive ale lui f'). lar 
dacă ar exista exact o rădăcină E € (za, za), atunci, cum f(za) * f(za) >0, 
în mod necesar £ este punct de extrem pentru f, adică f'(£) = 0, absurd. 

d) Dacă în şirul lui Rolle apar două semne alăturate diferite, de exemplu 
[iz <0, f(za) >0, atunci, conform teoremei lui Darboux şi respectiv teo- 
romei V.9, fare cel puţin (respectiv cel mult) o rădăcină în intervalul (za, za), 
deci ecuaţia /(z) = 0 are exact o rădăcină în intervalul (za, 22). 

e) Dacă în şirul lui Rolle apare O (de exemplu f(z4) = 0, sau f(2u+a) =0), 
atunci ze sau zp+a este o rădăcină multiplă a ecuaţiei f(z) =0 şi în inter- 
valul (2, 24 a) nu va exista altă rădăcină a acestei ecuaţi 

Prin rădăcină multiplă ze € Ba unei funeţii derivabile în z, înţelegem 
un număr ze astfel incit f(ze) = f"(70) = 0. Dacă f este polinomială, aceasta 
revine la /(2): (2 — za). 

in acest mod, numărind schimbările de semn şi zerourile se determină 
numărul de rădăcini reale (fără a determina ordinele de multiplicitate ale 
acestora) ale ecuaţiei considerate şi, totodată, intervale în care aceste rădăcini 
sint situate. 


Baemple . 
1) Determinăm numărul rădăcinilor reale ale ecuaţiei z3 + z* — 9 — 0. Parcurgem 
sistematic etapele anterioare. 
1. Intervalul de studiu este I = (—o0, 0); notăm f(2) = a + 3? — 9. 
II. Ecuația f'(a) = 0 este 3a? + 62 —0 și are rădăcinile a, = —2, 240. 
II. e = lim f(a) = lim (+92 —9)= —00, f(—2) = —8 +42—9 = 
s-o Baie 


[10) = —8, B'= lim fl) — co. 


IV. Considerăm tabloul 


z 0 co 
5) Î g * 
fa —c —5 —9 
Şirul lui Rolle este şirul semnelor valorilor cuprinse în ultima rubrică, anume —, —, —, -+ 


Există o singură schimbare de semn, deci ecuaţia iniţială are o singură rădăcină reală, 
Situată în intervalul (0, co). Acest interval corespunde în prima rubrică schimbării de 
semn din şirul lui Rolle, 
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2) Ne propunera să determinăm numărul de rădăcini reale ale ecuaţiei 22 — Sa + 
40384 408 — 402+-1 — 0, Nolind f(z) = 23% — Sat +. 107% ţ 104? — 405 4 14 
I=R, avem f'(2) = 1024 — 202% + 302% + 202 — 40 0(zt — 222 + 32 + 22 — 4) = 
Da0fa e — aţa — 2) + aţa — 1) = 10faţat — 1) — Za? 4) + Mat — 1 = 
Z sola — 1)(a — 22 +4), vze 1. Rădăcinilereale ale ecuaţiei /'(2) — 0 sint zi — —, 
az, = 1, Tabloul asociat este următorul: 


z — i | co 
rio o o 
fa) —co f(—1)=3>0 [li)=—22<0 co 


iar șirul lui Rollg este —, +, —; -k: Așadar, ecuaţia considerată are trei rădăcini reale, 
situate respectiv în intervalele (— co, —1), (—4, 1), (1, 00). 

3) Gonsidertm acum ecuaţia 3 — 2 In 2 -+ m =: 0, unde m esto un parametru rol. 
în acâst caz, ludm 7 == (0; co) și notam /(z) == 4 — 2 In z-4- m. Bounţia ['(a) == 0, adică 


aa — 2 = 0, aro tn 1 soluția 2 = 4, Dooaroce a == lim f(z) = lim (i — 2 în akm) 
a 20 na 


330 > 
-0—2m0+m = și B= lim f(2)= ae si (ep) a ot -«, 
tabloul asociat esto: 

SE] 10 i ea 

IM) Q a 


ra) m m+1 


Dacă m +4 > 0, atunci şirul lui Rolle este (+-, +, +) şi nu există nici o schimbare de 
somn, deci ocuaţia nu aro soluţii reale. Dacă m == —A şirul lui Rolle este (-+» 0, +), deci - 
n esto rădicină multiplă, iar dacă m = —14, atunci şirul lui Folle este ++, —, + Și» 
ca atare, ecuaţia are două rădăcini reale, situate în intervalele (0, 4) şi respectiv (4+ co). 


Observaţie. Metoda șirului lui Rolle se bazează pe posibilitatea rezolvării 
oteolivo a ecuaţiei f'(2) = 0, ceca co limitează aplicarea ei. Do asemenea, 
metoda grafică aro și oa anumite limite de aplicabilitate și nu se pot da 
indicaţii generale asupra utilizării uneia sau alteia din cele două metode. 
Numai prin exerciţiu veți putea căpăta singuri priceperea de a decide care 
metodă trebuie aplicată de la cuz la caz. 


5.3. Obţinerea unor inegalităţi 


Rezultatele teoretice ale analizei permit obținerea unor inegalităţi care 
cu ajutorul metodelor elementare ar fi fost greu de probat. Demonstrăm 
mai întii un rezultat general. 


TEOREMA YV. 10. Dacă f şi g sînt funcţii derivabile pe un interval 
1 = (za, ee) astfel încît f(z0) = g(z0) şi f'(a) > g'(a) pentru orice z € PA 
atunci f(z) > a(2), pentru orice z € 7 (rezultate similare au loc și pentru alte 
tipuri de intervale). 
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Demonstraţie. Intuitiv situaţia este destul de clară: graficele lui f și g 
pornesc din același punct, iar coeficientul unghiular al tangentei în graficul 
lui f este mai mare şi, ca atare, f > g. Este însă necesar un raţionament. 
Notăm h = f — g. Aşadar, h(2z0) =0, h'(2) > O pentru orice z > ay. Atunci 
funcţia h este monoton crescătoare pe intervalul 7 (conform teoremei V.2) 
şi, în particular, h(z) > h(zo) =0 pentru orice z > zy, deci f(z) > g(2) 
pentru orice z > 20. 


Ezemple 
1) Arătăm că pentru orice z 2 0 au loc inegalităţile 


a sin(i+asz 


Notăm f(z) = z, g(z) = m(1+ 2), h(z)= 2 Vaal, unde 1 =[0, co). Avem 


PO) = 0, at) = 0,0) =0, fra), ata) = Tia mw(a) ireal 
este evident că /'(z) > g'(z) > W'(z), Vaz e 7. Atunci, conform teoremei V.; 10, rezultă că 
Pia >alz>hla), vzer. 


Vaze şi 


2) Arătăm că pentru orice 230 avem 2 — E < urctg z. Notăm f(z) = arclg a, 


ela) a = . Atunci f/(2) = rea (a) = 1 — 2, Deoarece f*(z) > ar(2), vz30 


şi 740) = 740), rezultă că /'(2) > e'(2); aplicind incă o dată teorema V,10, rezultă 
că fila >alz), vz>0. 
Demonstrăm acum o inegalitate importantă. 


TEOREMA V.11 (inegalitatea lui O. Mălder, 1854—1937), Dacă 


ame n Oi buna 0; P> 10 >1 și = ai 


1 h 
CI AR 
(3) (n) 
dă = = 
Demonstraţie. Să considerăm funcţia q(z) = 2 — az, z > 0, unde & e (0, 4) este un 
parametru, Din tabloul de variaţie a lui ș 


= 1, atunei 


(8) 


Lă L 1 co 
(2) +0 — 
plz) |o 7 1-a + —c 


rezultă că g(2) & 1 — a, adică ză — az & 1 — a pentru orice & > 0. Atunci pentru orice 


4>0, 830, pună ed și am, rezultă că 4-a, deci 
= 8 2 2 Că 


1 E N > 
(4 p-A (ae, a unde A?P.pT<4 
pl Lă 2 
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Bra 


28 
Zi aa S p20] a il ati 
(Bg) e e 


şi inegalitatea (2) este probată. 


Puntnd aici A şi adunind inegalităţile astfel obţinute, rezultă 


Pentru p= 2, q =2 se obţine o inegalitate care joacă un rol impor- 
tant în matematică (şi care de altfel se poate demonstra direct), anume: 


(£ az) < ($ a)(5 2) (inegalitatea Cauchy-Buniahkorwshki-Schwvartz) - 


EXERCIŢII (capitolul V,$ 5) 

1. Să se rezolve grafic (cu aproximaţie) ecuaţiile: ji 
a2i+a—1=0; d) sin z+22—1=0; 

b) 2 —22=0; oinz+z—1=0; 

02 —324+2=0; 1) sin z—z=0. 


2. Să se arate că ecuaţia z = 2(1 — cos z) are 3 soluţii reale. 


8. Sa se discute, după valorile parametrului real m numărul soluţiilor reale ale ecua- 
ţiilor: 


z 
aj mai d) 2+z—m-lzl=0 
) FA + z—m-lz] 

a 
b) ma —t—; e) sin meos z=0; 
) ai ) sin z+ z 
c)m=2— an 2; Dm=e—z. 


4. Folosind metoda șirului lui Rolle să se discute numărul de soluții reale ale ecua- 
viilor următoare după valorile parametrului real m: 


a a+2z+m=0; 4) 2 In z+a—az+m=0; 
b) a +s3z+m=0; e) zi—a2+m=0; 
c) 2+ 3a1+m=o; Dehz+m=0. 


5. Să se determine numărul soluţiilor reale ale ecuaţiei: 
maree do. 


6. Să se determine numărul de soluţii reale ale ecuaţiilor: 

a) 2 sin z=az; e) ex=1+z; 

b) 5 sin z=z; d) mz=z—4. 

7*. a) Să se arate, folosind şirul lui Rolle, că ecuaţia z +pz+g9=0 (p,aeR) 
are cel mult două soluţii reale, dacă n este par, şi cel mult trei, dacă n este impar; 

b) Săse arate că ecuaţia aP+d — A(z? — 1) = 0 (p, q e N impare, A > 0) are două 
rădăcini reale şi pozitive dacă pb - gt - AP < (p + g)ptă. 

B. Fie a,b>0 şi ș:(0, )—=R, șlz)=zta-+b —3/abz. Să se arate că 
ș(2) 30 pentru z > 0 şi să se deducă apoi că media aritmetică a trei numere reale 
pozitive este mai mare decit media lor geometrică. Generalizare. 
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9. Să se arate că 
aie Si E n 

Zi z SE » Pentru orice = e ((ă 7]: 

10. a) Să se arate că ecuaţia e* — az are cel puţin 0 soluţie, pentru orice 
ae (—o, 0)Ule, o). 

D) Să se discute numărul de soluţii reale ale ecuaţiei ex = az? după valorile parame- 
trului real a. 

11. Să se arate că: 

a) ex ae, pentru orice 2 >0; 


b) z-ln 21 <A (anca 0o<z<1şia>oj; 


1s< 


c) ex > 41+ In (1 + 2), pentru orice 2 > —4; 


aq) Mz<t_, vza (0, 1)uţi, 0). 


$ 6. Aplicaţii ale analizei matematice în cinematică 


de curbă 


6.1. Noţiuni 


După cum am văzut, pentru orice funcţie elementară se poate reprezenta graficul ei 
(relativ Ia un sistem ortogonal de axe). În vorbirea curentă un astfel de grafic este numit 
curbă. Dar definiţia riguroasă, intr-un cadru mai general, a noţiunii de curbă, ridică 
diticultăţi. 

Începem cu următorul exemplu: 

Să considerăm cercul (C) cu centrul în 'originea axelor cu raza 1, avind deci ecuaţia 
m+ypi=1 (tg. V.32). 

Aşadar, (C) = ((z, y)eR'|z+ y: = 1). Mulțimea (C) nu este graficul vreunei 
funcţii reale fi reprezentată ca reuniunea graficelor funcţiilor f,(2) =/TIz 
şi fa(z) = —V ze [—1, 1]. Așadar, deşi cercul este o entitate geometrică bine 
definită, pentru a-l incadra în teoria anterioară, trebuie considerate două funcţii ale căror 
grafice se racordează în punctele z = —1 şi z = 4. Un alt dezavantaj al reprezentării 
explicite (y = = V/i — ză) a cercului este acela că iniţial variabilele z şi y au rol sime- 
trioși acesta este deteriorat prin explicitarea uneia din variabile, mai ales că funcţiile f,, fa 
sint nederivabile în punctele z = —4, z = 4. Se pune atunci întrebarea: nu există alt 
mod de a reprezenta curbele (cercul în cazul de faţă)? 

Să considerăm intervalul Z — (0, 2x). Pentru orice punct M(z, y) situat pe cercul (C) 
există şi este unic t e 7 astfel încit z = cos 4, y = sin (+ este unghiul măsurat în radiani 
dintre versorul î al axei Oz și vectorul DAY; v. fig. V. 32). Se mai scrie 

(e) fi cos 4 ap 
z = sin e 
şi se mai spune că este indicată o reprezentare parame- 
trică a cercului (C) (o altă reprezentare parametrică a 
cercului (C) este: 


0 
e apa taia Ap aR 
1+u 1+ue 
obţinută din cea anterioară punind tg = evident, 


=1, vueR). 


Fig. V.32 
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a 
Pentru o elipsă (E) 23 + e _1=0(a>0, b > 0), se poate indica reprezentarea 
= E 


parametrică: 
z= a cos t 
E) „e 0, 27). 
(5), (oda) a po 2a) 
Această discuţie sugerează următoarea definiţie: se numeşte drum parameirizat plan 
orice aplicaţie 
(9) LR, ti (200, 90) 


asttel incit funcţiile z(0), (4) să fie continue pe 7. Se maispune că drumul parametrizat y 
are reprezentarea parametrică 

+42 = 20 

y=y0 

Această definiţie este foarte generală și a condus la exemple ciudate de drumuri para- 
metrizate (de exemplu, curba lui G. Peano, 1858-1932, care trece prin toate punctele 
unul pătrat), care contrazic intuiţia noastră asupra noțiunii de curbă: în aplicaţiile anali- 
vei ate util de presupus că funcţiile zl), g(t) sint de două ori derivabile. pe . Această 
ipoteză tace ca fenomene precum cel relevat de curba lui Poane să fie eliminate. 

Submulțimea (9) a lui R? a tuturor punctelor (4) = (z(1), y(()) cină + parourge inter- 
valul 1, se numeşte imaginea drumului Y. Așadar, 

(= da, vre). 

Trebuie făcută distincţia între un druni y şi imaginea (y) alui. De ce? Să considerăm 
pentru orice întreg n > 4 drumul xn :[0, 27) + RP, “7n(t) = (cos n, sin nt), numit cercul 
Private paroura de nori în sema pozitiv. Este evident că (Ym) — (2? + pi = 1) = (0) pentru 
unice pe dar vasiva, de exemplu, sint drumuri distincte. Iată şi un argument euristic. Să ne 
închiprăizm un mobil care se mişcă într-un plan raportat la un sistern ortogonal de axe z0y. 
1NENaPi, 1a fiecare moment coordonatele poziţiei mobilului z(4), vi) depind de t şi mobilul 
dosorie o anumită traiectorie. EI poate reveni acolo de unde a pleca poate să repete par- 
deseori de mai multe ori etc. Putem să ne imaginăm un al doilea mobil care trece prin ace- 
jeaşi puncte cu primul, dar avind viteză diferită sau alt sens de parcurs, Deşi mulțimile 
de puncte ocupate de cele două mobile sint aceleași, nu putere spâri că drumurile cores- 
punzătoare sint aceleași. Este insă natural să consideră că dacă traiectoriile coincid ca 
Pulțimi de puncte, sint parcurse în același sens, diferind doar prin viteza cu care sint par- 
muti pui drumurile celor două mobile sint echivalente. Definiţia precisă este urmă- 
toarea: 

Două drumuri parametrizate y : 1—+ 2, 1: Re 


lit rez: (cei 4 „ueJ 
y = yo = yu) 
se numesc echivalente dacă există o funcţie 6 :1—+J pijectivă, strict crescătoare, astfel 
încât A(0 (0) = 10), vez. 

Ci aceste pregătiri, se numeşte curbă plană parametrisată, orice drum parametrizat, 
idenbiticat. eu tpate drumurile echivalente cu el. De exemplu, semicercul superior unitate 


„ter. 


parcurs pozitiv o dată) este drumul parametrizat 2 = C08 £ eţo, n] şi nu se face nici 
şi 


y = sint 
o distincţie între ei şi drumurile |? _ 24 ue[o, =jp =—9_ val] 
y = sin 2u 2 y=vi=ui 
= cos 2t 2 = cos i 


în schimb, curbele Î „veto, 2m) sint distincte. 


ș: „te 0,275], 
sin 2: y = sint 
Vedeţi, așadar, cite precauţii au fost luate pentru a defini o noțiune simplă intuitivă. 
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Pentru a rezuma discuţia anterioară, curbele plane pot fi reprezentate: 

a) prin ecuaţie carteziană de forma F(z, y) = 0; 

») ca grafice de ecuaţie y = f(z) sau = = g(y); 

z= zl 

y=vy 
în cadrul geomatriei diferenţiale se analizează mai adinc legătura între aceste moduri 

de reprezentare şi se extinde conceptul de curbă (considerindu-se curbe în spaţiul R?, 

suprafeţe în R2 şi, mai general, varietăţi multidimensionale). 


c) parametrice y 4 Ce ji 


6.2. Citeva noţiuni de cinematică 


Cinematica este în esenţă studiul matematic al mişcării în timp a mobilelor. Studiem 


aici mişcări intr-un plan (raportat la un sistem ortogonal de axe 20y de versori E a 

Presupunem că la fiecare moment t, dintr-un interval de studiu , un mobil M se 
atlă în punctul de coordonate (z(t), y(2)) astfel încit funcţiile z(4), (4) să fie de douărori 
derivabile în 7. Este astfel definit în mod firesc un drum parametrizat. 


v:I1= 8, xl) = (a, y0), vre. 
Imaginea ei (y) se numește traiectoria mobilului. 
Notină 7(e) = GAZ, vectorul de poziţie al lui AZ, avem 
Tie) = zi? + voi, ver. 
Se numeşte veetor-viteză (respectiv vector-acceleraţie) al mobilului la un moment te e 1 


zi + vro) ). 
Numărul real şi pozitiv v(te) = || 7(t0) || = V ZT PF ŢI)" se numeşte viteza la momen: 


tul 4 a mobilului M pe traiectoria (7). Dacă z/(1) = Oşi y'(10) = 0, se mai spune că punctul 
corespunzător pe traiectorie este singular; în acest caz viteza v(t) este nulă, Într-un 


Ptr) = art) + vr'(i)] (respeetiy (to) 


punct nesingular, vectorul 7/(4) are următoarea interpretare geometrică: deoarece 


, 2(ta) = lim zi — zlt0),pr(e) = lim (e) — (te) 
* tiete DP 2 epig  p” 
rezultă că 


Pta) = tts) + vraji 


Di _ Dă, 
= Jim 0M —0Ms— lim 
tt te tot — te 


m LEE -+ poi — ete)? vii — sim FU — Pe) 
E e sita 


deci 7'(t,) este coliniar cu limita vectorului MĂ, 


adică 7(t0) este tangent la (%) în punctul M, (fig. V.33). 

Am definit deja noţiunile de viteză, acceleraţie în 
cazul unei mişcări rectilinii (pe o axă) a mobilelor şi 
acum am extins aceste noțiuni la cazul mişcării plane. 

Exemple 

1) Presupunem că un mobil are la fiecare moment 
1 (0, 2]coordonatele z = 24, y = 2 — şine propunem 
să figurăm traiectoria mobilului, să calculăm vecto- 
rul-viteză şi să determinăm în ce moment viteza mobi- 
1ului este minimă. Fig. V.38 


2u1 


Sif je a ta 
L2 pepe 


2  Vectorul de poziţie al punctului M la momentul £ 


Aşadar, ze[0, 4]şiy= Ș) Traiectoria mobilului va fi 


a 


o porţiune din parabola y 


este 

Tie) = 26 + (a — Dj, deci 
vectorul viteză va fi ZF) = 274 (26 —4)j. Mărimea lui este v()= II7() Il = 
= VI FE) şi viteza minimă este atinsă la momentul + 


2) Mișoarea circulară. Se spune că un mobil are o 
mişcare circulară dacă traiectoria sa este un cere (C) sau o 
submulțime a acestuia. Fie O centrul și R raza cercului (C). 
Fixăm un punct A pe cerc şi alegem sistemul ortogonal 
de axe 20y (fig. V.34). La fiecare moment t mobilul se 
Pa 

atiă intr-un punct M: notind cu 0(() = (DĂ, OA) măsurat, 
în radiani. măsura arcului 27 va fi egală cu a() = 
= R=0(0). Coordonatele lui M vor fi z = R cos 040), 
y = R sin 0) şi OM = af + yj, deci 

Fig. V.34 TU) = R cos O(uj: + R sin 0(j. 


în acest caz, vectorul-viteză 7/(1) =[—R sin O[e)74- cos 0(4))]0/(4) este tangent în M 
1a (C)şi mărimea vitezei este v(i) = || 7(6) || = VFESin0 07 Ficosi0 0% = A - [0'(0)|. 


(0) = 0 = E se numeşte viteza unghiulară a mobilului la momentul £. 
e 
Se observă că notind cu $ (respectiv cu î) versorul lui 7(t) (respectiv 7/(0)), avem 


ar) = cos 0? + sin0f, î = —sin 0 + cos 0] 


4 
(numite versorul-normală şi versorul-tangentă la (C) la momentul 4) şi rezultă r(t) = Ry, 


7) = Roţi) - 7 (fig. V.34) 
Deci 7i(t) = Ro'(e) * 0) + Role 
= (—sin0?+ cos 07) = —cos 0-07 


Am descompus astfel vectorul-acceleraţie 77(1) al mişcării în componenta sa langen- 


Ro'(eăle) — Roţi) Si), deoarece 7 (0) = 


— ay, 


țială Ru'(4)ău) şi componenta sa normală —Ra?(r)yle). 

"Dacă mișcarea circulară considerată este uniformă (adică viteza unghiulară este con- 
stantă), atunci 0/(1) = w, constant (a'() = 0), deci funcţiile O(4) şi ut au aceeași derivată 
şi, ca atare, diferă printr-o constantă, O(r) = or + 0. Componenta tangențială a vecto- 
rului-acceleraţie este în acest cas nulă; de asemenea, 


70) = R cost + 0) + R sin (cot + 00) 
şi.se observă că pentru orice t avem F(t) = EU Fă =). adică o mişcare circulară uniformă 
[3 


cu viteza unghiulară este periodică de perioadi Le 
a 
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EXERCIŢII (capitolul V, $ 6) 

1. Să se reprezinte grafic imaginea următoarelor drumuri parametrizate (4) = 
=> terte), vi), cer: 

a) z=ty=e, 1=00,2]: d) 2 = 2 cos 4, y=2 sint, I=(0, m]; 

b)e=uy=6, LI, 1); e) z = cos t, y= cos 26, I = (0, 27]; 

c)az=0,y=, I=00, 4); î) 2 = lcos îl, y = sin, 7=10, 2n]. 

2..Considerăm drumurile parametrizate +, ya: [0, 1]— Ră, definite prin y(1) = (6, 20), 
vali) = (ar — ae, se — 8). 

a) Săse arate că ele au aceeași imagine, anume segmentul de dreaptă y — 2, 0 SzS1, 

1 Ei 


) Sa se figureze punctele v(). xa(0), pentru valorile 1 = 0, = A, 1 = E z 
pia EI : 1=1 şi apoi să se arate că drumurile y și y, nu sînt echivalente. 
8. Presupunem că la fiecare moment £ > 0 un mobilse află în punctul de coordonate 
A 
= 0 2, yo. Săse arate că traiectoria lui aparţine curbei y = 
a art IT AID iparţi y 


şi să se determine la fiecare moment + veotorul-acceleraţie. 
4. Să se reprezinte traiectoria unui mobil care la fiecare moment t e [0, 2x] se află 
în punctul de coordonate z = sin , y = —2 — cos 24 şi să se calculeze norma (mărimea) 


vectorului-viteză şi a vectoruiui-acceleraţie la momentul + = ai 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME REZOLVATE LA CAPITOLUL V 


1, Pie f:R=— Ro funcţie derivabilă. Să se arate că: 

a) dacă feste pară (respectiv impară), atunci f” este impară (respectiv pară). Dar reci- 
proc? 

b) dacă f 
Dar reciproc? 

Soluţie.. a) Derivăm relaţia f(—z) = f(z). Obţinem —/'(—z) = f'(2) pentruv zeR. 
b) Derivăm relaţia f(z + 7) = f(z). Obţinem f'(z + 7) = f(z) pentru Vze R. Reci- 
proca nu este adevărată; de exemplu, funcţia f:R—R, f(z) = z + sinz nu este peri- 
odică, dar derivata ei /” este periodică. 

2. Să se calculeze următoarele limite: 


le periodică şi are aceeați perioadă. 


iodică de perioadă T, atunci f' 


e p, 


PA ag [E 
2-0 2 + sin 2 x 2 sin z 


1 

= lim ae | la şi lim (4 — as), 

20,530 [7 2 no a<o 

Solujie. Folosind regula lui Hospital (pentru cazul *)) se obţine 1, =1im —Î — = 
o 04 + cos z 


= -. Limita 1 nu se poate calcula folosind regula lui Hospital (deoarece lim cos z 
pară 
mu există); totuşi la = lim sin z 


= 1, deoarece lim 
se a 


=0. 
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cos 
sua e COR re 


Limita 1, este de tipul co—co. Avem I+ = =o. 


Limita 1, este de tipul 1 (acoarece te 2 4 şi co pentru au) „Avem Inli= 
E sin 2 
Ei id, 
a Ă CI i 
_ sim 1 ile o nim Imtge ine are pal ep Seal 
o aosin 2 2230 n 330, 230 cos zi 
30 
— tim  E—sinzcosz _ jjm E —Bin e C08 2 (qecarece lim ccsz = 4). Apli: 
0, x>0  z sin z cost z x->0, x>0 zsin z 2-0 
Ea ina 
cnd incă o dată regula lui Hospital, rezultă în l, = lim _ 608 2 FB 
xoa>o sin PF 2co5 2 
Ş i 
lim = AL AL Letea [al A:Biaai = 0, deci 4 = 1. 
050 Sin ZF a 0082 30,350 _2_cos 2 
sin 2 
— ma 
în stirșit, 1 este de tipul 0 şi In ls= lim zin(i — 45) = lim lie), 
30, x<0 mac A 
E 
â az (tind) 3: 
— m A ——————— = (ins) lim = (în4)- dim —2—=0, 
20, x<0 ri ri 3-00, ao 1 — 4 0, 20 —4* In 
EI 


deci b=1. 
8. Pief:10, a] R, a > 0,0 funeţie derivabilă cu [” continuă și astfel ca [(0) = 0. Să 
se arate că dacă ezistă M > 0 astfel incit ['(2) > M penru orice z & [0, a), atunci [(2) > 

Ma 
> 


peniru orice ze [3 a]. 


Solujie. Considerăm funcţia ș(z) = f(z) — Mz. Avem ș(0) = 0 şi ş(2) = [(a) — 
— M 30, deci e este crescătoare pe intervalul [0, a]. Așadar, ș(z) > 0, adică f(7) > Me 


pentru orice z e [0, a]. Dacă ze E i «] avem z> E „deci fl) > 1()> Masi 


2 
4. Dacă f:(—a, a) R (a > 0) este o funcție. derivabilă, cu f' continuă, f(0) = 4 
şi [(2) > 0 pentru orice z e (—a, a), să se arate că 


A ED 0) 
dim fa) =. 


Soluţie. Avem de arătat că lim Infiz) — p/(0), adica, folosind regula 1ui I' Hospital, 
= z 


pro) = lim -F (2, ceea ce este evident, deoarece 7(0) = 1. 


0 fa) 
Observaţie. Pentru o limită lim u? de tipul 42, scriind ut =((1 + u—1) “ , 
rezultă că lim ub = elin Wu4-—1), dacă există limita de la exponent. În cazul acestui exerciţiu, 


um =) a ra)=r0) 


lim f(z)* =e**0 = 
Er) 


= ef): 
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5. Să se arate că dacă funcția f : I — R este conveză pe un interval ICR, atunci pentru 
orice zay-.:» 2n EI, avem 

pi (=) < AL flzi) + --- + f(za)] (inegalitatea lui Jensen). 

n n 


Soluţie. Procedăm prin inducţie după n. Pentru n =1 afirmaţia este evi- 
dentă;. presupunem-n > 2 şi afirmaţia -adevărată pentru orice kSn-—1 numere, 


mat cet za A za ef ana 1 A 
Atunci, 7 = ) [a (( = =) E iii 2) şi cum f este convexă, 
zi + Cai A za kt zi Et 
=(i )r( ra res (i 1). 
DP) + sot Pama + - flzn), folosind ipoteza de inducţie. 
+a), 


+ 2n 


rezultă r[ 


'n—1 
Amar, p (tt =) a de 
n 


Pentru funcţiile concave avem inegalitatea inversă. 
Observaţie. 2 poate arăta, mai general, că dacă f : 7— R, I fiind un interval din R, 
Tuncţia este convexă, atunci pentru orice z,,.-: 281 şi pentru oricet,, .... în >0 astfel incit 


Hbesstin = 1, avem flhzit...-kinza) s uf(z) +... kiaf(zn). Pentru 4 


snm 


n 
se obține inegalitatea din enunţ. 


6. Să se arate că: 


1) dacă 0< ba, atunci < Li < 


DI 
2) dacă 0 <a <td s 7, atunei (b — a) cos b < sin b < sin a < (i — a) cos a. 


Soluţie. 4) Considerăm tuncţia f() = In z pe intervalul [&, a] şi aplicăm formula creş- 


terilor finite; atunci /(a) — f(6) = (a — 8) -fr(e), deci — = în = plc), unde b<e<a. 
, REF A 1 1 1 a 1 
Dar p'(e) = A Ace ce 77! Sa tare, Î rca cz 
ar fre) = — şi deci Î-<fe)< i ca atare, îe < Trin <a 


2) Dacă a = d, inegalităţile sint evidente şi putem presupune a < d, inegalităţile 
rezultă aplicind teorema creşterilor finite funcţiei sin: [a, 2] > R (jinind cont că pe inter: 


valul [ di] funcţia cos este descrescătoare). 


PROBLEME RECAPITULATIVE 


Li 
1. Să se arate că funcţia f:R-— R, /(z) = | | nu este polinomială. 
2. Se consideră şirurile 
an m EA, pam Dia ax. 
201 2n +14 
Să se arate că |am — dal < 1 pentru orice n > 1 şi să se determine valorile lui n asttel 
1 
încât | îm —2|< 
Han + bn dr 


8». Se consideră mulţimea A — (n, | o<m=<ncum,n întregi | „Să se arate că 
Ei 


A nu are un cel mai 
sup A. 


element şi nici un cel mai mare element şi să se determine int A, 


4*. Să se traseze graficele func 


:R—R detinite prin ș(2) = în. şi W(2) — 
23 


[0, 1] R o funcţie mărginită. Să se arate că pentru orice întreg n > 1 
există funcţii polinomiale P, Q de grad n asttel incit P(z) s f(z) < Q(z) pentru orice 
zel0, 1]. 


6. Fie a = natia > atat... kan (n 31). Să se arate că lim an = 0 
n ne 
şi lim a = 4. 
7. Dacă (z2n)nzo Și (ynnzo sint şiruri de numere reale convergente câtre a şi res- 
peotiv d, af d, ce se poate spune despre convergenţa șirului o, Vo; Zi Vis --:5 Zn Ym --:? 
Dar dacă a = b? 


8. a) Fie au = F2, n>1, ai >0. Să se arate că şirul bn = 3 3; 
an +3 în Fi 


n 3 1 este o progresie geomatrică şi să se studieze convergența şirurilor (an), (bn)- 


an — 3 


„Vn>1 şi ao= 8. Să se arale că diferența an — an-a 


») Fie an = A ama — 


are semn constant pentru orice n şi că şirulba = an + 6, n > Veste o progresie geometrică 
convergentă către zero. 
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9. a) Să se determine constanta « astfel încît limita lim ne (V/n +Va — Van Va) 
să existe şi să fie finită, ti 

b) Să se arate că dacă a+b4+1=0, atunci lim (ay/A Fi + > Va FI + 
Va F3) = o șilimța In (3 + n) +8 în 2 + n) tin(i+n)]=0. 


19: 
= 44 
cite un triunghi echilateral cu virturile C,, Ca 


Un'segment AB de lungime a este împărţit în n segmente de lungimi egale AA, = 
= Ano B şi pe fiecare din aceste segmente se construieşte, de aceeași parte, 


„ Cn respectiv. Să se calculeze lim (AC, + 
no 


+ CA t ACa +. + AmaCn + Cn B) şi să se explice rezultatul, aparent paradoxal, 
obţinut, 


( 0, dacăzz0 1, dacă 21 
11. Fie fe: RR, [(2) = i eta) = „Să se 
LL fe) | aa sera și ele) [e tettehu 


te că lim =o0,1 z) = 1 şi să se calculeze li; . 
arate ci lim f(2) m at ) şi alculeze lim e(/(2)) 

12. Să se determine asimptotele funcţiilor f: D= R următoare (D fiind domeniul 
maxim de definiţie): 


E 
z+5 


; c) fa) =Vz—p/z= 


d) fa) = 


*) fa) = In (ai + 2); 1) Aa) = arctg ZA. 
za 


18. Fie a = (5 i =) unde m = (1, ni. Să se studieze monotonia, măr- 
n 2 
ginirea şi convergența acestui şir. 


14. Să se arate că dacă (n) „o este un şir convergent de numere reale, atunci pentru 
orice e > 0 există N natural astfel încît V m,n > N, lam — za | <e. 


15, Să se studieze continuitatea funcţiilor f : R— R următoare: 


a, dacă ze Q. 


a A = (se asa za 0 D Me) sin ali 0) [le) = e — tati 
d) po) im ai e) pe) = tim ELSE, 1) pa) = senin a), 


16. Să se arate că ecuaţiile următoare au soluţii pe intervalele indicate: 


a) a+2z—5=0, I=(4,2); b)a+5z+3=0, I=(-1, 0); 
o) iza dez l0p4): demna A —z,1=0,14); 
Li 2 


e) cost z = sin z, I = (0, n). 
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17%. a) Fie f:(0, 27] R o funcţie continuă astfel incit /(0) = /(27). Să se arate că 
există c e [0, m] astfel încit f(c) = fle + 7). 
b) Să se demonstreze că dacă f:[—a, a]— [—a, a], a > 0 este o funcţie continuă, 
atunci există puncte u, ve [—a, a] asttel încit f(u) = u, f(0) = —v. 


18*. Un automobil porneşte la momentul t — 0 dintr-un punct A şi la momentul t = 2 
(timpul măsurat în ore) ajunge într-un punct E după ce a parcurs rectiliniu 160 km. Pentru 
orice t e [0, 2] notăm cu f(4) distanţa parcursă de automobil în intervalul de timp LO, 1] 
(deci f(0) = 0, 7(2) = 160) şi presupunem că feste funcţie continuă. Să se arate că există 
cel puţin o pereche de puncte (U, V) situate între A și B aflate la o distanță d(U, V) = 
= 80 km şi asttel încit automobilul să parcurgă distanţa d(U, V) exact într-o oră, iar 
dacă mișcarea este uniformă există chiar o infinitate de astlel de perechi (U, V). 


Iv 


19. Să se calculeze f,(0), /4(0) pentru tunci 


le f:R=R 


—a%, dacă 220. S-A _ [2 2a, dacă 2<0, 
Da ai dacă agil [2] jz az lie) Ale) fe sinolratore bela 


20. Să se determine constantele reale a, b astfel încit funcţia f: R— R definită prin 


ma 2z tb» dacă 22 sarie: 
2az2 + 44a, dacă 2 > 2 
1». continuă pe R; i 
20. derivabilă pe R. 
a 
Aceeaşi problemă pentru funcţia f:R—R, f(z) = IE i fi 4 azi pari ; 


21. Să se atle constantele reale a şi 6 încit funcţia /: RR, definită prin 


_ [ae „dacăzsi 
île EA) dacă z > 4 


să fie derivabilă pe R. Ce interpretare geometrică se poate da rezultatului obţinut? 


29. Să se indice două funcţii derivabile f, g : (0, 1) — R asttel încit /(z) < ez), f'(2) > 
> e/(z) pentru orice ze (0, 1). 


28. Fio f:R—R, f(z) =e*:sinz. Să se arate că |f(7)|<1, Pia sv, 
|f*(2) | < 2; pentru orice z>0. 


24. Se consideră funcţia f:R—R, f(2) = 
o constantă reală, 


az + IF atzi)a, unde a=p0 este 


a) Să se verifice că /I Paz” f'(2) — f(z)=0, vre. 
b) Săse aratecă (1 + asz)f"(2) + a*zf'(2) —f(z) = 0, V ze R. Cerelaţii de lorma 


P(z)-f(z) + Qlz)-f(z) + Rla)- f(2) = 0 au loc pentru orice z e R, unde P, Q, A sint 
funcţii polinomiale reale? 
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v - 


25. a) Să se determine paramatrul real m astfel încit funcţia f :R— R, f(2) = mz — 
— 1n (2 + 1) să fie monoton descrescătoare pe R. 

b) Să se arate că pentru orice parametru real m funcţia f:R—R, f(z) = (2 + 
+ mz)e-* are un maxim şi un minim local. 


26. Săse determine intervalele de monotonie ale funcţiei f : (0, 2) R, f(z) = a 
z 
şi, tolosind rezultatul obţinut, să se decidă care din numerele a = 3% = 5% este 


mai mare. 


27. Să se arate că există o unică funcţie f : R—> R derivabilă, astfel incit /'(7) = 3f(2), 
VzeR şi f(0)=3. 


28*. Presupunem că f este de două ori derivabilă într-o vecinătate V a unui punct a. 
Să se arate că pentru orice A suficient de mic există puncte p, q în V astfel incit 


fla + h) —fla —h) — pi [la + h) + fla — h) — 2fla) 
și = si FR = ro). 


29. Să se reprezinte grafic următoarele funcţii f: D— R (folosind eventual și deri- 
vata secundă), D fiind domeniul maxim de definiţie: 


a) nova va 
e) a) = LE 
a 


e) flo = aa: 


oma 


b) fl) = 02041: 


i) na= Vl i 


x) five]; 


m) f(2) = te z+ cos z; 


4) fa) = na + sinnz; 


s) pa) = BE; 


u) fi) = z+ ma; 


w) fi = Imlzi+ zl; 


i) fa) =2z—1+ Vi 


Dim =e+ovi=a 
n) Pa) = cos z + cos 2; 


22 
p) f(z) = arc sin Tia: 
sin — cos 2. 
cos 22 


r) (a) 


in? z — 2 sint z; 


2) fe) = arte 73 => 
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80. Se cere numărul de soluţii reale ale ecuaţiilor zi—42+1=0; 1+7— 
— arctez=0; 2 —22+1=m|z|. 


81. Să se arate că: 
aj ze —1sze, vzeR; 
22 


5) în (e +i)> ZE 


„ dacă z20; 
z 2 


c) 0 < znei-: < 1 pentru orice z e [0, 1] şi pentru orice n e Ne. 


NOTĂ ISTORICĂ 


Considerentele de natură istorică în evoluţia unei discipline prezintă un dublu interes 

unul strict informativ și altul legat de reflecţiile inevitabile în legătură cu rădăcinile, moti. 
vaţiile şi caracterul sinuos al descoperirii ştiinţifice. În ceea ce priveşte matematica, o pri- 
vire în trecut este poate şi mai oportună, pentru că deși este ştiinţă fundamentală, ca ele- 
ment direct de cunoaștere sau ca instrument indispensabil pentru alte discipline, există 
totuşi opinia că matematica ar avea un caracter static, că „totul este cunoscut“, Realitatea 
este că matematica a avut și are o evoluţie continuă, progresele ei datorindu-se atit impul- 
surilor venite din afară (în mod constant din fizică şi din tehnică, iar în ultimul timp din 
ştiinţele economice), cit și structurii ei interne, nevoii de cunoaştere şi înțelegere, de armo- 
nie şi aspirație spre claritate maximă, frumuseţe şi econumie de efort, 

În această; scurtă prezentare vom încerca să examinăm apariţia şi dezvoltarea con- 
ceptelor fundamentale pe care le-aţi intilnit în acest manual — numărul real, funcţia, limita, 
continuitatea şi derivata, marcind momentele semniticative, O bună cunoaştere a manua- 
lului vă va permite să fiţi în măsură să apreciaţi singuri progresele efectuate, 

Numerele raţionale pozitive au fost cunoscute Incă din antichitate şi tot atunci geo- 
metrii greci au evidenţiat și insuficiența acestora, dovedind că diagonala unui pătrat nu este 
„comensurabilă'“ cu latura pătratului (adică, în limbajul nostru, numărul |/2 nu este raţio- 
mal). O primă tentativă logic coerentă de a construi o teorie a numerelor reale, ca teorie axio- 
matică a mărimilor, se datorește lui Eudox (elev al lui Platon) şi se găsește în cartea a V-a 
a Elementelor lui Euclid; în particular este explicitată acolo şi proprietatea lui Arhimede. 
"Teoria lui Budox era greoaie, puţin favorabilă calculului numeric sau algebric. De altfel, în 
acea epocă intreaga matematică era învăluită într-o haină geometrică, operaţiile se făceau 
cu mărimi și nu cu numsre asociate convenabil. Unele reminiscenţe se observă și astăzi în 
terminologia curentă (ase citeşte „a pătrat“ iar a? — „a cub“ etc.). Nevoia de a face calcule 
cu aproximaţii din ce în ce mai bune“, prefigurind însăși trecerea la limită, 1-a condus pe 
Arhimede să inventeze metoda cleştelui şi să calculeze cu extraordinară ingeniozitate aria 
unui subgrafic de parabolă, aria elipsei şi volumale unor corpuri de rotaţie, în potida lipsei 
unei teoriisistematice. Încă din antichitate au fost evidenţiate unele şiruri infinite definite 
prin recurenţă, iar progresiile se intilnesc în papirusuri egiptene, 

Evenimentele istorice (cucerirea Greciei de către romani, năvălirile barbare etc.) au 
condus la un profund regres şi datorăm culturii arabe transmiterea unor texte antice pre- 
ţioase ca şi sistemul poziţional de notare a numerelor, pe care îl folosim şi noi. Începind cu 
secolul al XIV-lea (elementele lui Euclid fuseseră între timp traduse din arabă în latină), 
matematica însăşi cunoaşte o adevărată renaștere. Francezul N. Oresme introduce ideea de 
reprezentare grafică şi demonstrează că seria armonică este divergentă, iar Galileo Galilei 
utilizează sistematic reprezentarea grafică a dependenței intre mărimi. Matematicienii 
francezi R. Descartes şi P. Fermat introduc, spre mijlocul secolului al XVII-lea, conceptul 
de coordonată şi-l utilizează sistematic în reprezentarea geometrică a mărimilor, folosind 
notația algebrică pe care ne-am insuşit-o şi noi. Ideea lor de a studia ecuaţiile cu ajutorul 
curbelor şi invers a evidenţiat importanţa „variabilelor continue“, a condus la descoperirea 
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geometriei analitice, pregătind terenul pentru progrese mai substanţiale, legate, nu întim- 
plător, de nevoile astronomiei şi navigaţiei. 

Pasul hotăritor în constituirea analizei matematice, ca domeniu esenţial de studiu, a 
tost făcut de englezul Isaac Newton (1642 —1727) şi de germanul Gottfried Wilhelm Leibniz 
(1646-—1746). Este interesant că Newton şi-a publicat principalele sale contribuţii în meca- 

ică şi în optică, dar opera sa matematică a fost publicată în intregim= abia în 1967, rezul- 
tatele sale matematice circulind ca scrisori sau manuscrise puse la dispoziţia unor prieteni. 
La stirşitul anului 1666 Newton descoperise calculul cu derivate (pe care le numise fluxiuni)- 
Referitor la o curbă /(z, y) = 0, Newton avea o viziune pur dinamică, ca loc de intersecţie 
a două drepte mobile, una paralelă cu axa Oz şi cealaltă paralelă cu axă Oy, viteza fiind 
orientată pe tangenta la curbă, obţinută compunind după legea paralelogramului vitezele 
po orizontală și pe verticală. Notaţiile şi modul de calcul propuse de Newton orau greoaie, 
darel a descoperit cu această ocazie rezultate esenţiale în analiza matematică, ce se confir- 
mau în rezolvările unor probleme concrete şi acest fapt nu-l îndemna spre o examinare 
critică a conceptelor folosite. În aceeaşi perioadă, Leibniz, trimis ca diplomat la Paris (In 
1673) a intrat în contact cu olandezul Ce. Huygens (1629—1695), de lacare a aflat de rezul- 
tatele lui B. Pascal (1623—1662) în lămurirea conceptului de limită. Leibniz a definit 
(foarte restrictiv) noţiunea de funcţie şi a descoperit, independent de Newton, noţiunea de 
diferenţială, regulile de derivare şi integrare, introducind totodată notații potrivite, apro- 
piate de cele folosite astăzi. Newton a contestat meritele lui Leibniz, cerind instituirea unei 
comisii care să stabilească prioritatea sa în descoperirea Calculului diferenţial, Acum, 
privind cu detaşarea celor aproape 300 ani scurşi de atunci, a devenit clar că descoperirile 
lui Leibniz au fost meritul exclusiv al acestuia și, ca o ironie a soartei, matematicienii 
englezi, neadoptind notația şi metodele de calcul ale lui Leibniz, au rămas mult timp izolaţi 
de realizările majore ale celorlalţi matematicieni europeni. Se poate afirma că Leibniz a 
avut ca scop elaborarea unor matode şi algoritmi cit mai generali, în timp ce Newton era 
interesat în a rezolva indeosebi probleme fizice, Aceste două moduri de a privi matematica 
au coexistat dintotdeauna, au ambele justificări serioase şi corespund unor temperamente 
ştiinţifice diferite, dar la fel de necesare progresului. 

Entuziasmul provocat de rezultatele calculului diferenţial creat de Newton şi Leibniz 
a întirziat fundamentarea riguroasă a conceptelor. Marele matematician elveţian L. Euler 
(47071783) a introdus numărul e, a precizat noţiunea de funcţie, acceptind ideea „func- 
ţiilor cu acoladă“ (date prin expresii analitice diferite pe intervale diferite). Studiul matema- 
tic al mişcării corzii vibrante şi, mai tirziu, studiul propagării căldurii (datorat lui J.B. Fou- 
rier, 1768—1880) au condus la considerarea „funcţiilor arbitrare“. P. Lejeune-Dirichlet 
(1805-—1859) a construit în 1829 exemplul său celebru, dat şi în acest manual, de funcţie 
discontinuă în orice punct, care nu este definita printr-o expresie analitică, Toate aceste 
contribuţii-au impus, cu necesitate, analizarea şi sistematizarea conceptelor şi rezultatelor 
obținute. Francezului A.L. Cauchy (1789—1857) şi cehului B. Bolzano (1781 —1848) le dato-, 
răm definirea modernă a conceptului de continuitate (în limbajul e — 3), iar lui K. Weier- 
strass conceptul de continuitate uniformă. În anul 1821 Cauchy a enunțat criteriulde con- 
vergenţă care ti poartă numele şi a fundamentat noţiunea de limită introducind în analiză 
standarde noi de rigoare. Abia după ce matematicienii germani K. Weierstrass, R. Dedekind, 
G. Cantor şi francezul Ch. Meray au definit conceptul de număr real și după ce Cantor a 
creat teoria mulțimilor (condus de cercetările sale asupra mulțimilor de convergenţă punc- 
tuală a seriilor trigonomatrice), se poate vorbi de fundamentarea riguroasă a analizei 
matematice. 

Metodele analizei matematice s-au dovedit dela început extrem de puternice şi în alte 
domenii ale ştiinţei. Astfel marele matematician german Karl Friedrich Gauss (1777—41855) 
a aplicat rezultatele analizei la studiul curbelor şi suprafeţelor creind geometria diferen- 
ţială, I.L. Lagrange (1736—1813) şi P.S. Laplace (1749—1827) au creat mecanica anali- 
tică, primul avind o contribuţie însemnată în multe alte domenii. Folosind metode de ana- 
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liză matematică, Ch. Hermile (1822-—1901) şi F. Lindemann (1852—1939) au reuşit să 
demonstreze, la sfirșitul secolului trecut, că numerele e şi respectiv x sint transcendente, 
dind asttel răspuns negativ unei probleme care a pasionat omenirea timp de peste două 
milenii — problema cuadraturii cercutui (a construirii, cu rigla şi compasul, a unui pătrat 
avind aceeași arie cu cea a unui cerc dat). 

Datorăm lui Bernhard Riemann (1826-—1866), David Hilbert (1862—4943) şi lui Henri 
Lebesgue (1875—1941) rezultatele fundamentale (ce nu pot fi prezentate aici), care au 
deschis posibilităţi imense de aplicare a analizei matematice, conducind la crearea analizei 
funcţionale şi marcînd decisiv limbajul întregii ştiinţe actuale. Relativ recent, sovieticul 
S.L. Sobolev (n. 1908) şi francezul L. Schwartz (n. 1915) au dat o generalizare naturală a 
noţiunii de derivată în cadrul teoriei ibuţiilor. Analiza matematică are aplicaţii pro- 
funde în studiul ecuaţiilor diferenţiale, în teoria controlului optimal, studiul fenomenelor 
aleatoare, cai în utilizarea superioară a tehnicii moderne de calcul, iar aventura cunoașterii 
continuă 

în privința comunicării largi a rezultatelor analizei matematice merită să fie, de ase- 
menea, amintite citeva momente importante, Primul manual de analiză scris vreodată a fost 
celallui Hospital, tipărit puţin inainte de 1700. Printre manualele larg difuzate şi cunoscute 
menţionăm pe cele datorate lui L.. Euler, A.L. Cauchy, C. Jordan (1838—1922), E. Goursat 
(1858—1936), Şt. Banach (1892—1945), J. Dieudonnă (n. 1906), G.E. Şilov, L. Schwartz. 

În țara noastră o serie de profesori de valoare recunoscută au pus bazele unui învăţă- 
mint serios al analizei matematice. Menţionăm aici numele lui Spiru Haret (1854 —4912):— 
întemeietorul învăţămintului românesc modern, autor al unor'studii în mecanica cerească 
făcute cu metode de analiză matematică, David Emmanuel (1854—41941) — autorul unui 
excelent tratat de teoria funcţiilor şi Anton Davidoglu (1876-1958) — avind contribuţii 
notabile în teoria ecuaţiilor diferenţiale. 

Printre matematicienii noştri care au obţinut rezultate originale de mare însemnătate, 
recunoscute ca atare pe plan mondial în analiza matematică, în analiza funcţională, teoria 
funcţiilor şi teoria potenţialului, subliniem în primul rind numele lui Dimitrie Pompeiu 
(1873—1954) care,printre altele, a introdus noțiunea de derivată areolară şi a demonstrat o 
teoremă celebră de reprezentare integrală,și numele lui Traian Lalescu (1882-—41929), autor 
al unor contribuţii de mare importanță în teoria ecuaţiilor integrale. 

în anii construcţiei socialiste, matematica românească a cunoscut o dezvoltare deose- 
pită atit pe linia cercetării originale, cit şi prin poziţia matematicii ca disciplină de invăţă- 
mint sau prin legăturile ei cu alte di e. Luii Simion Stoilorb (1887—4964) i se datorează 
lucrări fundamentale, cu rezultate definitive, în teoria topologică a funcţiilor, iar Miron 
Nicolescu (1903—1975) a iniţiat şi dezvoltat teoria funcţiilor policalorice. S. Stoilow este 
creatorul şcolii româneşti de teoria funcţiilor (analiza complexă), iar M. Nicolescu este pro- 
fesorul unei întregi pleiade do tineri cercetători, care se afirmă viguros în domeniul analizei 
funcţionale, teoriei potenţialului şi teoriei operatorilor. 

Datorită unor astfel de prezenţe, a devenit o tradiţie ca predarea analizei matematice 
în ţara noastră să se afle întotdeauna la cea mai înaltă cotă ştiinţifică și didactica. 


RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII 


CAPITOLUL 1 

1. $1(pagina 19).1.ze (-a,aj;z=a; ze (—a,a).2. Există n e N asttel incit 
YI. <n. 4. —35 285,36 y573—6 Say st. ajzeR; bja; 
e) ze10,2j;d)ze1t,2);) ze(—ox, —3)U(1, o);f) zeR; gjlz—1|+lz—| 


-l2—21>0%|2—1150 2854). &|z—y1>0; lz=yi< de 


LE 


n n a 
Sea] 522 lei] *lals Za al deoarece |;|1 pentru orice i cuprins între 
A = = 


1sisn. 8. b)Generalizare: dacă zi S yu-:-s Zn S ynşi zi ++ --- + za = ya ee: ne 
atunci za, = yis:-: 2n = Ym: 10. Dacă b, = da, atunci f(z) = 2*|z+ d, | este evident 
neinjectivă; putem presupune d, < d, etc. În toate cazurile există o paralelă la 
axa Oz care intersectează graficul lui f în puncte distincte. 18. Se obțin mulţimi 
finite de valori în cazurile d, e, f, g. 14. (0); 2; R; (0, 1). 15. Dacă Z-este un 
interval mărginit de lungime /, atunci în 1 se află cel mult (7]+ 1 numere întregi. 


17.b) RNZ = U (, k+1). 18. Considerăm gz şi există un întreg p unic asttel 


hez 
incit psaz<p+i. 20. A, =1(0, 2), A=(—c, —1)U(3,c0), A=R, 
As = (ces —01 Ut, co), Aa = [= 4). 88. a) | REA —a | 1, deci n > 10; 
a 
b) n > 108 0) | 224 | 4, 2n-t 1 1 si inegalitatea nu este verificată 
n 10 n 10 


pentru neN. 
(anca n > 10, atunci 


a) Nici una; b) cinci; e) una; d) 40. 24. a) Luim X,=10 


e ea b) N, = 2. 25.8) M = 2; b) se observă 
mini On 10 


A 20. a=0, b= 3. 27. În aproximările no 3,44, /2 e 1,81 erorile 


absolute sint e, 016 <A 
10 


respectiv < AL. Contorm teoremei 1.3,1%, 


„Apoi luăm n 5,444 
EL 


a i 05 _1 033 __4 
i VZe îti cu erorile e, < 0 < Î_, respectiv e, < 022 < Î_; în acest caz 
ad Siesta lapte aTAea Siro aca, 
Vă 344 X 1,biih e dh cu eroarea absolută cel mult esca + 3,lhiea + 1,ăiâe, < 
< A . 98. Trebuie aratat că all] < 2 
10 p+ae Li 


(acesta este sensul exact al expresiei „mai bună“); notăm u = ?. şi avem de arâtat 
E 
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Vu —v/2) 


a eta d JEL 
cădacă u > 0, atunci | —V/2 | e lu — 2], aaica i < 
< |u —V/3l şi pentru aceasta, este suficient de observat că Va e 1.29. la—d|s1; 
a = d. 90. Presupunem, Rezultă b + e = 
as at e a, ceea we contravine ipotezei căa<b-+e. 88. Pentru 


n =0, n = 1 inegalitatea este evidenia. Presupunem inegalitatea adevărată pentru n 
şi o demonstrăm pentru n + 1; avem anti = z-zn > at + n(z—1l= zana nz. 
Dar 2+ na —nz31+ (n +1) (7 — 1) pentru că aceasta revine la n(z—1)20. 
Aşadar, zh >1 + (n +1)(z—1) 

1. $ 2 (pagina 20). 1. Notâm cu D, domeniul maxim de detiniţie al unei funcţii reale f. 
a) Dp= RN(I); b) Dr = [1 co); €) Dy = (1, ce); d) Dp = (—c0, —1]U (1,00); e) Dr = 
= (o, —2]U (2,0); q) Dr = RNII, —1, 734, —Vsi)ir) Dr Wi;s)Dr=R; 
t) Dr = (oo); u) Dr=R;v) Dp= ze Rsinz>0) = Ul2in, n + 24n); w) Dr = 


rc 
, __ [osdacăz 0. 2, dacă 2<0. 
= Nazi D= BNZ e ai (e Sai DI rtz)= [aaa So; 
0, dacă ze (— EU A oa 
m 
e) /f(z)= 8. Notimz+1 =u, deci f(u) = (u—1)+ 
n, dacă ze [o. ) 
n 
+ 3u —1) — 1 u— 3; upoi, noind v=2z—m, avem f(v) = cost — 


= sint = şi, în ultimul caz, f(u) = [e d: | 7. a) Graficul Gg este cbținut din Gy prin 


translație (2, y)i—(z + a, y), adică (a, y) e Gpoe(2 + a,y) e Ga; b) Graficul lui u este 
obținut din graficul lui / prin transtaţia (sr, y) |—> (2, y + K)iar graficul lui v prin transtor- 
marea (2, y)|—> (iz, ky), adică y = (iz) «e hy = v(z). 8. Graficul lui — f este simetricul lui 
Gr în raport cu Oz; graficul lui |f| coincide cu G în punctele unde / > Oi este simetricul 
0, dacă f(z)< 0 
acestuia în raport cuOz în punctele unde f< 0. Apoi (af(z) = ei 
p P i poi (af(z)) 4, dacăfle) 3.0 
și ED 1 
10. a) Condiţia sis la |2 —9|< A, adi =: fa 
) ia Ir(z) — 91 < agrevinelaj2z + 7 —91< dos adică | 11< 


< — 100, adică 


b) Condiţia g(z) < — 100 revine la 


ze (fa 1). Luăm =, 
200 


pi putem Ia ă =; 


100 


| 1 5 4(paina 27). 1. a)1, = E 
3 5 
| 1 > 
3,1. = = Di Pe 
e) 2, + ap apt 2 1) Pentru 
+ 100 *0,02 = b) Dacă 0<a-<1, atunci a= -— - „cu r>0, deci an = 


17 
> A rezultăn > € şi alegem N= 
10 =; 


= 4 — e —l—. Punind condiția 
rr) har iar 


= [3] + 1; €) Presupunem a > 1, deci an = (1 + (a— 1) >1+ n(a— 1). Punem 
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“15 — Elemente de analiză matematică, cl. a XI-a 


E] 
a—1 


condiţia 1 + n(a — 1) > 10 şi rezultă n > i, luind N = [ ] + 4, rezultă 


aE3 
a" > 40, pentru orice n > VW. Deoarece a > 1, rezultă an > 1 şi nu putem avea an < 2: 


8. a) Dacă mulţimea A este mărginită, atunci există a < d şi A C[a,b] şi dacă B CA, 
atunci Beal, deci E este mărginită; b) A, N A şi A+NAs sint mulțimi mărginite ca 
submulţimi ale lui A, ete. 4. 1%. Dacă a > d, atunci max (a, 5) = a, min (a,b) d și 
relaţiile de demonstrat devin a = 2 tb o DL Ce Ele 
evidente ete. 2%. Dacă a 7 b, atunci avem a < b saub < a şi, în acest caz, max (a, 5) şi 
7 min (a, b). 5. a) Minoranţii lui A sint numerele z & —1, iar majoranţii sint 23 1, 
min A —1,dar max A nu există; c) sin 1 < sin 5748, sin 2 < sin 114%36, n 3 
e sin 17154! = sin 8%06', deci sin 3 < sin 1 < sin 2, min A = sin 3, max A = sin2; 
d) min A = —2, max A = 4, minoranţii (respectiv majoranţii) sint numerele z < —2 


(respectiv z > 4);e) Avem A = (o, -, 2 va E Aaa 3 min A = 0, max A nu 


2 


3 n , 


există; apoi minoranţii lui A sint numarele z 0 etc.; î) min A= Z max A nu 


exista, Minoranţii (respectiv majoranţii) lui A sint numerele z Lte>) 6. Fie a= 


p C. Arătăm tă sup (—C) = —a. Pentru orice z e —C, avem —ze c, 
a, deci —a este un majorant al mulţimii —C. Apoi —a este cel 
mai mic majorant al lui —C (într-adevăr, dacă c este un majorant oarecare pentru —C, 
atunci —e este un minorant pentru C, deci —c < a, adică —a < e). Aşadar —a = sup (=C) 
ete. Point M, = —/ 2, supM, = V 3; înt M, = —Vî,supM, = V;int M, 


sup Ma = 2. 8 a) int au = 0,supax = 1;b) Avemo0 s a, 


= int 0, = 
deci —z Za, adică z s 


şi înt an =0, sup au=a,= Vi 


sup ap = 2; e) intan = a =0, 


= Wa 
). 11. Da, nu, da. 12. a) şi c) sint vecinătăţi ale lui co, iar 
b), e) sint vecinătăţi pentru - co. 18. În orice vecinătate (—r, r), r > 0 a originii se află 


o infinitate de numere de forma (pentr că avem Î. < 7, pentru orice n > ] „Apoi 
na m Vr 


în orice interval (a, co) se află o infinitate de pătrate de numere naturale. 14. În orice 
vecinătate a punctului « = 8 se află o infinitate de elemente ale fiecărei mulțimi D. 
15. Punctele de acumulare: a) [—1, 1); b) [— co, 1] U[5, co]; c) + co; d) E; e) originea; 
1) D = 10, 19U 4-4), În exemplele c) și e) punctele sint izolate. 16. Fie A = (a, |n 30) 
şi a = sup A. Avem ax S în, Vn 20, deci a Sb = int by. Pentru orice cea), 
avem au <ascb by, adică e e In, pentru orice n > 0. 


1. $6 (pasina 35). 1. Funcţiile a, c, h,i, j sint pare, iar d, e, f, k sint impare, 

2. Perioadele principale sint respectiv , n, i 8. a) în acest caz, (z,y)eGy = 
E 

—(2a — 2 3) Gp, adică y = f(z)e y =f(2a — 2) şi aceasta revine la existența 

relaţiei f(z) = f(2a — z) pentru orice z e R. O funcţie f:R—R are graficul simetric 

faţă de punctul (a, 0), dacă şi numai dacă f(2a — 2) = —f(z,VzeR; b) Aşadar, 

[tz = [aa — 2) = [(2b — z) pentru orice z ER (a < b); înlocuim z = '2a — y şirezultă 
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că pentru orice y & Ravem/(y) = fe —2a + y), deci feste periodică cu perioada 2% — 2a, 
4. Dacă z, < za, atunci z? < 23, zi < şi rezultă imediat f(z,) < f(za) şi g(z) < e(za). 


5. a) f nu este monotonă pe R; b) este strict crescătoare; €) / este strict descrescătoare 
pe (0, n]; d) Presupunem z, < z,. Diferenţa f(za) — fa) = — i = 


1+ arad 
aid lei Sea Va co Sun aaa constant, deci / nu este monotonă pe R 
(ar +) 
(f este monoton descrescătoare pe (—so, 0] și monoton crescătoare pe intervalul [0, oo). 
6. f rezultă injectivă (dacă za za, de exemplu, dacă zi < za, rezultă f(z,) < f(za), 
adică f(z)  flazs)). Apoi, dacă yi < ya, rezultă f(y,) < f1(ya); în caz contrar, avem 
Tla) < fila) şi aplicind /, ar rezulta ya S va, ceea ce este absurd. 8. u) ay = 


(one, n > 1ib)an = ni, n 30. 9. Se arată că diferenţa an+a — ap este pozitivă 
n 


pentru orice n>1 (neN). 10: 8) |/(7)|<3vzsRi b) If) ls, vas; 


-0Sflz)<1, VvzeR; d)0s/(z)s1, vzeR; €) |f(z)|s2, vzeR; 1)0s 
<flz)s1, VvzeR. 11. Funcţiile d, fsint mărginite. 12. Vom nota m= inte n), 
xa 


M = sup, [(2)- Răspunsurile sint: a) m = —4, M = 4: bjm=0, M=ti 6) m= 
xe! 


M=1dm=0,M= 


CAPITOLUL u 


1. ŞI (pagina 48). 1. a) Pentru orice e > 0, condiţia. < e este indeplinita 
: 
| + 4, Aşadar, 
Ci 


pentru oricen > PF şi, în particular, pentru orice n > N, unde N = | 


lim -Î. = 0. Putem, de asemenea, folosi următorul rezultat general: dacă (an)>u este 
na ni 


un şir crescător şi nemărginit, atunci lim -- = 0, aplicat pentru an = 
ms an 


La 7 < es adică em — n + e > O este îndeplinită peâtru or 


„n 31; b) Pentru 


orice e > 0, condiţia 
n 


en în 
cazul cind e > ÎL; dacăo<e< 2, atunci, luind N(e) = [ 1+V/ 


z a 


condiţia anterioară are loc pentru orice n > N(c). De asemenea, se poate aplica rezultatul 


Hi 

Mi om Î, care este un şir crescător și 
2 m 

nemărginit. Se poate raţiona similar pentru toate celelalte exerciţii. 2. Avem de arătat că 

lim 2 = 0,lim 2 =—0,lim 2 =o0(p3 Afixat),lim 2 = 4, ceea ce este evident. 

muta ne n ne n en 


8. Fie ap = Al, n 34 şi V o vecinătate oarecare a punctului a = &. Aşadar există 
EI 


general amintit mai sus pentru ap 
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r> asttel încit (4 —r,4+r)cP. Punem condițiaa e (4 —r, +), adică ja — 
Sik] se pp adică. oz = | <r, decin > A. Aşadar, toţi termenii ap ai șirului 
3 a 


pentru n > -< aparţin lui V. Se raţionează similar în cazulexerciţiului secund. 4. Şirurile 
7 


b,c,€,î,g, hsint convergente. Şirul a) nu este convergent deoarece are trei subşiruri 
care converg cățre limite distincte, iar pentru şirul d) asa — 2, dant—+ 0, deci şirul 
(an)poeste divorgent. 5. Există e > O astfel încit pentru orice N natural să existe n natu. 
ral > N cu proprietatea că |an—a | >s. 6. Avem OSanSi şi ami — an 20 


pentru orice n > 0, deci şirul (an)„>o este monoton şi mărginit. Avem a, = 0, a, = îi 


1 2 4 25 L 
aa = sas = Da = Das = Da = — ele. şi neeste sugerat că a„— 1. Într-a- 
Li 3 Lu] 13 a 5 - 29 & 10 şi ge! an 
a 4 
devăr |an —1|=|-P—-—1 — 0.7. a) ay = 1,002; aa = 0,252; a 0,113; 
! = Ea ma 2 şi ec 


a, = 0,0645; as = 0,042. Nu! (avem lim ax = 0,002); b) Avem as —+ 2 şi dana —+ O, deci 
şirul eate divergent. 8. a) Şirul este mărginit; b) Şirul este constant, ax = 0,Vn 30; 


0) om 00. Se a) SER gi, |P=14 a IAA o) 
n LIea EL A ni 
=, |n] 1; cm +a. 21. a) Avem james — aa | 2 oma —a + 
0 TU | tag 28| iai 


+a — an | 5 lama —a|-+ la — an |. Deoarece ax = a, rezultă Jay — a | +0, | ana — 
— a |=+ 0, deci anta — am=+ 0; b) Dacă an —+a, atunci în afara oricărei vecinătăţi a lui ase 
află un număr finit de termeni ai șirului (an)„zo» deci un număr finit de termeni aişirului 


1 a 1 
a, . Aşadar, - 18. a —-— ai; luăm ba = cm = A. 14. Pentru orice 
(aptm)uzo: ASadar, aptm) = a. 18. a a ia = u oric 


n 
e > 0 condiţia//n > ceste îndeplinită pentru orice n > st, deci pentru orice n > N, unde 


N = [e] + 4. Apoi 2n1 > nşi 4 > n penteu orice n > 1 și aplicăm teorema II.4,2*. 
2 

15. De exemplu, an = —n + (—1h, n 34. 16. Dacă un şir (an)uo este nemărginit, 
atunci el nu poate fi convergent, conform teoremei 11.3. Şirurile (2), ((—2))n>ostnt 
nemărginite, deci divergente; primul are limita co şi al doilea nu s20 limită. 

II. $ 2 (pagina 67). 1. a) Dacă 20 —+ a, 2p 7 a, atunci za +55, deci f(zn) 
— [la). Aşadar, lim f(z) = f(a), adică lim (2+5)=a+ 5; b) Dacă za, fa, 

a pri 


atunci zi —+ at, deci lim zi = aă; c) lim (2 + 5) = 024 5. 8. = 1; dacă za 124, 
sa ra 


atunci şirul f(2n) = Pa dna are limită. În cazul secund, funcţia f nu are limită în 
= 
punctele z = 0,2 = 2. 8. a) Fie o vecinătate oarecare a punctului 2, deci există 
e > 0 astfel incit E 2 2 + e] e. Notăm f(z) = a = i —2 gi punem con- 
z 

A 2 2 RI Pepi) lz—a1 

diţia e 2 —e,2 +e,], adica] 21 —2| < esau,echivalent, 221! 
ţia are (2 eg te) aăi | sau. echivalent, E Al < se 


Alegem &asttel încit 0< 3<2şiă < 3e şi notăm U=(1—3,1+ 3). Atunci, dacă 


ze Uz i,avemz+2>3—8>1, deci —Î— 
lz+2| 


am arătat că dacă ze U, 2 şi 4, avem /(2) e Y şi, în concluzie, lim f(z) = ; b) Similar. 


< 1 şi 2 —1)<3<3e şi, ca atare, 


— 0, [(0 + 0) = co, gl0—0)= — 


4. se aplică teorema 11.7 şi avem f(0 — 0) 
ne. Apoi (f — 4)(2) = 32, (5) (E 


(0 + 0) = co și, ca atare, fşi g nu au limită în o; 


521 


20 + 1 
pentru co; alegem e > 0 astfel încit (e, co) CY și punem condiţia Îi > e, adică 
FE 


i) 


1 | 
=[1— jo 14] rezultă că pentru 
( Ve vV =) 4 


şi lim (f— e) (2) = 0, lim () (2) = 1 etc. B. a) Fie V o vecinătate oarecare 
0 = le 


(a= sp < sau jz—ij< d 
. 


= 

orice ze U avem—Î— e V, deci lim—h— = o, folosind definiţia 11.4; b) Con- 
[PZEIII cezar) sa 

diţia (4) nu poate fi îndeplinită pentru nici o valoare/ e R, deoarece orice vecinătate 

a punctului z = 4 conţine puncte unde f(z) este oricit de mare sau oricit de mic. 

pe altfel, f(1 — 0) = —c0, f(4 + 0) = co, 6. Funcţiile f, g au limită în orice punct, ar 


h are limită în orice punct zf 1. 7. Funcţi nu au limită în punctul z =0, 
n au limită în orice punct 23% 0, 8. a) f(0—0)=f(0+0)=0; b)f(0—0)= 
70 + 0) = 1; e) fl0—0) = 0, f(0+0)=2; d) f4 —0)=1, f(1 +0)=2: 
e) f(7—0)= 9; f(7+0) 9. Pentru k = —2; penteu 
mici o valoare a lui k. 10. 7, 8, [(2 — 0) = 3, deci Sp/a= 5; 
c) f(:+ 0) = k+2, fn — 0) = 24, deci Spa=k+ 3. 

II. $ 8(pagina 68). 1. Se aplică teorema II.8. 2. Așadar există M > 0 astfel încit 
ln & M pentru orice n > 0. Atunci, | anbn — 0 | < M: |an | şi, aplicind teorema I1.4.1%, 


lim ama 
rezultă anbn = 0. 8. Fie an —a,a 0. Atunci lim Întt = ME — = 2 = 4, Pentru 
mman — limas a 
m (+ 010 
partea secundă luăm ap = —(1" și avem lim Î8t2 = —1. dom me <A —P 
n mea an 1 
n | + 
m 
sil aid Sai i lim an 
- L şi luăm ap = 247 —10, îp=5+ Î.. Evident limen= 239 — = 
pia nn m na lim da 
+4 4 me 


- 2. 5. Se procedează ca la exerciţiul precedent. a) E ; b) 4; c) 0; d) 8. 6. Avem 


1 VIP FIBRE < Vin = (VP şi ni ete. 7. 1%, Dacă Le finit, 
1 1 


luăm ap =, dp =; pentru 1 pentru ÎL = —00, ap = 
n n 


(dz AU aie 


20. Pentru LeR, luăm a=n+1, în=n; pentru = 00, ah = 


m nb =n ele. 
TI. $4 (pagina 78).1.2)0;b)1;c) 0;d) 4; e)c;1) 0; g) 0; h) o; i) 1; j)oo ;k)oo; 


n(n + 1) 
1) co; m) —c0; n) 0; 0) 2; p) Lia) o; r) m ar Aaa 2 


5 

—1, dacă la|<1 
0,dacăa=1 ; 
0, dacă la|>1 


ACE ASE AT 0 pr E 
8) ati) sală u) 100; v) co; w) 0; SI) dea rca 
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dacă la |< 1 


ua 041 E Rin) 
1 = Ri 2. Dacă R= —, avem —AW)_ = 
iai ee a 1, dacăla | >4 ac; 9) ada ai 7 


0, datăa=+1 
= n): Qlnt- 4 4, deoarece —Pln) __,4, Olt), (7, Q tiina funcţii 


Q(n)- Plin +1) Pn+1) * Qln) 
polinomiale), 8. ap = 108,2:4,85 (n —2)en (n — nt) ont 4 


saga (aaa E na 2n 2 
+ 6. Arătăm prin 


4.a=1, b=0c=1. 5. |lbl<1,a arbitrar sau bg 1, a= 


inducţie că 0 < am < 2 pentru orice n > 1. Pentru n = 1 afirmaţia este evidentă; apbi 
dacă 0 < an = 2, atunci 0 anu =V/2 Pan sV/I2 Fă =2. Şirul este crescător; într-a- 
devăr, avem anti > an adică //2 f au > anahi — am — 2 < 0 sau (a, —2) (an +1)<0, 
deoarece 0 < ap S 2, Aşadar, șirul este convergent şi fie a, — £, deci > 0 şi, din relaţia 
de recurenţă, [= /2 FI, de unde = 2. 7. Pentru n = 0, 1, 2 relaţia se verifică; o 
presupunem adevărată pentru orice k S n şi o probăm pentru n ++ 1, adică presupunem 


20, + ae oa i = de 2a, + ae E ja 

ama = —1ma iapa = a pi eu ce și: proba 

. Dal apea a calea Eee 4 (ame Be și p 

acelaşi lucru pentru ax, folosind relaţia a» Seat, Apoi lim a = at a, 
ne 


Bi — 1 = (za — 4 şi notăm pn = za — 1, pu (0, 1] ete. 9. Evident 20. 


Mai mult, se verifică prin inducţie că avem cu >//2 ; într-adevăr a>V/2 şi dacă 


Fi 
en > 2, atunci em = 27 > VE, deoarece fen 7 > 0. Apoi cnta — cn = 


= 0. Aşadar, şirul (cn), 4 este descrescător şi mârginit interior, 
conyergent. 10. Alegem ş astfel incit! < g < 1. Gontorm ipotezei, există N asttel încit 


dec 


ei = a pentru orice n > N, deci avi < dan; axa < dani < day, şi, în general, 


avem lim În 
ms ap 


0 < amep < 7 ap: Pentru K-0 co rezultă lim an = 0. Notăm am = 


„ » deci, conform celor spuse mai sus, lim an = Oete. 11. a) Pentru orice 


na 
1 1 1 a 
- — „deci —— 
2 [ss să ET) -4) Xian 
A La M 
IE ») 
2n +1 ) 3 m+n 
Di =sa 3 pci 
n+i 3 


2 
4 A sia) 4 
Fkhae Dhaka ku] = 
uta? Aer ) 


= 


= 2e + (e — 1) = 3e — 4; 12, Sumele parţiale de rang n sînt s„ = 1 — 


şi respectiv s = Van Fi —1—o0. 
11. $ 5 (potua 70).1. a) p(—-5 — 0) = 


Vni 


oo; b) dacă 2 = 3, zn<3, 


co, f(—5 + 0] 


— 0, deci f(3 — 0) = 4; similar, dacă zn—+3, za >3, 


atunci- -c şi f(3+0)= 0; c) f(0 — 0) = flo+o0)= co; 


=, 2 
Ea 
d) p(—1—0) = f(—1 + 0) = co. De remarcat că limita există (fără a fi finită) doar în 
cşi d. 2. a) co; b) 2; c) 0; d)0;e)—:;1) 3; g) oo; h) oii) cei i). 


cazu 


ita lim f/(—z) şi că este 


8. Presupunem că există 1 — lim f(2). Arătăm atunci că există | 


egală cu [. Într-adevăr, fie un şir oarecare za — atunci — zp— — cb şi, conform 
ipotezei, f(—a) — 1, Rociproca se demonstrează similar. Regula stabilită poate fi for- 
mulată și astfel: limita lim /(z) există dacă (punind z= —z) există limita lim f(—s)și, 


în acest caz, cele două limite sint egale; pe scurt, lim f/(z) = lim f(—z). Aplicaţie: 
n-o ze 


a) lim (2 — 2) alim (+2) = cei b) lim (2 +V/2 7 1) = lim WVAFI-- 2) = 
Ă = (+ + A 

A L = lim ( :) = 
A nf, (Pre 
pc) 


MI. $ 6 (pagina 80). 1. a) Funcţia admite doar asimptota orizontală y = 2 (spre —co și 
spre -+oo); b) « = —1, 2 = 1 asimptote verticale; y = 0 asimptotă orizontală spre — co 
şi spre + co; €) z= 0,2 = —2,y =0; d) z = 0 asimptotă verticală la dreapta și y = 0 
asimptotă orizontală spre co; e) z = —1; y = —4 (respectiv y = 1) asimptotă orizontală 
spre —co (respectiv --co); f) y = —4 (respectiv y = 1) asimptotă orizontală spre — co 
(respectiv co), z = —2 asimptotă verticală; g) z = 1, z = 5 verticale, y = 0 orizontală; 
h) 2=—0 verticală, y = z+ 1 oblică (spre —co şi -+oo); i) D= (—c0, 0) şi f(2) 
Vaze D. În acest caz y = 0 este asimptotă orizontală spre —co; j) z = 0 verti 
y = 1 spre —co şi co; k) z= 1 verticală; y = z+- 1 oblică spre -fco și y = — 
oblică spre —0o; Î)D = R. Funcţia nu are asimptote. 3. a) a = 5, bi nedeterminat; 
basi, sa —Î;c)a=s, 5=2. 8.f(aj= 

2 Di sin a, 


II. $7 (pagina 92). 1. a) — 1; b)0;c) 0; d)o;c) 94; 1)co; g) —co; h) oo: i) —0oi 
î2WV/'6:; D—co; m) 0; n) oo: p) —t;q)o; 7)oo; s)1;t) —1; u)t; v)1. 


2. a) 7; b) 1, dacă m=n; 0, dacă m<n;co, dacă m >n. 8. ai E e) co; 
n 


d) 0; e) —c0;1) 2; g) —2.5. P(2)= (az + 5) Q(2)+ r,grr=< eroiuim [o —ta=+0)] = 


= lim —P— = 0. 6. Alegem şirurile za = ÎL, fa = — (n > 1) care con- 
a Ola) na EI 
E + 2nm 


verg către zero, iar f(zn)—+ 0, f(z?a) = 1, deci limita lim sin -L nu exista etc. 
0 z 
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7. 1 i Dea) mpi a) îi) nipon) Zi; ia; i Lisi 


2: 


1) 0; m)o; n)o;o) Î 8-a)l,—0; la = oi; bl = 0, la = co: c)le 
E 


a= co: d) le =coi 
l4=0;c)h=la=c0.9. a) —co:; b)oo;c)0;d)oo; e)0;1) oo; g) —c0; h)o. 


(ae ++ = 
z a a ( 


= lim stim [ae sf Bă pe ce aa 
x mz me nz me e an, 


a. Se foloseşte esenţial faptul că “lim £* = 00. 11. a) z=0 esta 


za 2 
i să 

asimptotă verticală la dreapta (aeoarece lim_ ze lim = -); y= a +1 este 
=0,x>0 ze a 

asimptotă oblică spre —co şi spre +-co; b) y = 1 este asimptotă orizontală spre —oco 

şi spre o; k) z= Ei esta aairaplotă varticală, gs = => asimptotă orizontală spre —o0, 

y -4 asimptolă orizontală spre co; |) z = 1, z= —1 sint asimptote verticale. 

12. a) et; bje”; c)e; d)1; e); 1)e. 18. Logaritmind, avem de arătat că 

lim IN dit Iaz -t-::-Fin ax — pp a, ceea ce rezultă din faptul că, dacă cn — a (In R), 

mo n 

atunci (e, ca-i. ten) a. 14. k=-4. 

n 


CAPITOLUL II 


III. $1 (pagina 107).1.a) Dacă za 4, za i O,atuncif(zn) = Î 4, adică f(zn) 
za 
— [)isimilar, dacă 2, — —5, atunci = — 4, adică f(zn) = 7(—5); b) dacă 2n—+2, 
n 
2 < 2, atunci fan) = VIZZ = 0 = [(0). 2. Condiţia |f(2) — 1|< se scrie |— 
= 4l< îsi cum | + 1] & (deoarece 0 < z s 3),condiţia anterioară este îndeplinită 


dacă |z—1|< 2 adită pentru 3 = 3: Este adevărat că f este continuă în punctul 


2=1, dar trebuie verificat că pentru orice e>o (și nu numai pentrue = 15) există 3>0 


asttel încit |z—1 |< 38| f(z) — 740) |<e. Ba, b, d,h. 4. orice punct 240, 
5. Avem /(3 — 0) = 6, [(3 + 0) = 3a,f(3) =:6 şi continuitatealui f în punctul z=8 
are loc pentru a = 2. 6. Funcţia f este continuă pe intervalele (—co, 2), (2, co), fiind 
elementară. Condiţia de continuitate în punctul z=2 este 4+a=2a+5; apoi 
limitele la stinga şi la dreapta ale raportului considerat sint egale cu 4 şi a, deci 
4+a=2a+d,a=4. Atunci a=4,5=0. 7.23 — 2r<f(z)sai+2z, VzeR. 
Pentru z = 0 rezultă /(0) = 0. Apoi pentru orice şir zi — 0 rezultă ză — 2zn < f(2n) < 
< 22 + 2a, deci f(zn) = 0. 8. [(0—0) 4 [(0+0), p0—0)=0 şi g(0+0)=c0. 
10. a) În punctele z 3 0 funcţia f este continuă, fiind elementară, iar în punctul z = 0 


avem lim /(2) = 7(0); într-adevăr, | zsin-t — 0 | < |z1|, adică lim zsin Î —0; 
0 z E=) 2 

b) în orice vecinătate a originii, funcţia f este nenulă, dar se anulează de o infinitate 

de ori, deci nu poate fi monotonă pe V. 12. a) f = 0 este continuă; 
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0, dacă z=<0 
b) f(2= 2 dacă z = 0 şi feste continuă 


1, dacă 230 

în RN(0); d) f=sen şi este continuă în RN(0). 18. Fie ae și f(2)— 

Ai (e. dacă zeINiz), (= | 0, dacă ze INtz) 
0, dacă z= ze 1, dacă z = za 

continue în ze, dar f + g = 1, fe = 0. 

XI. $2 (pagina 115). 1. Funcţia f este continuă; faptul că f nu este mărginită pe [1,c0) 
rezultă observind că pentru orice M există z e [1, co) asttel incit f(2) > M. 2. Marginile 
1ui fstnt —A și 0, dar nu coincid cu vreo valoare f(z), z e (1, 2), deci nu sint atinse etc. 
8. Deoarece lim /(z) = 0, există 3 > 0 astel incit pentru orice 2 > 3 avem |f(z)|< 1. 


Funcţiile f, g sînt dis- 


Pe intervalul compact [0, 3] turicţia f este mărginită (fiind continua), deci exista M > 0, 
astfel încit | f(z) | < M pentru orice z e [0, 3]. Aşadar, |/(z) | < max (M, 1) pentru orice 
210, 8), deci f este mărginită. 5. Nu, pentru că fnu este continuă în z = 0, 6. Aşadar, 
există M > 0 astfel încit |f(z) |. M pentru orice z e R. Considerăm luncţia continuă 
g:R= Reala) = [(2) — 2. Avem g(—M) = [(—M) + MZ0 şi (M) = [(4) — M s 0, 
deci, conform lemei (teorema 111.6), există E e [—M, M] astiel tncit g(£)=0, adică f(5)=E. 
7. a) [(0)- (a) < 0;,b) [(—4)*7(0) < 0; e) presupunem a > 0, avem lim, /(2)= —o0 și 


lim f(z) = co, deci exista puncte a, < d, din R astfel incit (a): /(b,) < 0, deci funcţia 


continuă fse va anula pe (a,,2,); d) f(1)=0. 8.a)ze (0,1)U (2.0);b) ze(—-ox, — 5)U 
U (4,2); c) ze 4, UA, unde 4, = U (hr, (fek1)n), k impar și As= U (kre (kA), 
[bai 130 


kpar. B.a=/W/35. 


CAPITOLUL IV 


IV. $1 (pagina 126). 1. g) Nu est 
derivabilă în z = 0, 


derivabilă în z = 0, f/(0) = eo; h) Nu este 
(0) = 0, fa (0); = 4.8.6) Nueste derivabilă în z = 0. b./(z)—/(0)= 


= a sin +0, cind 20, Dar [12 [0 = sint nu are limită pentru 2—+0. 
= = = 


4 [0 710) — an-tsin Î șia — 4 > 0 implică za-t—+ 0 pentru z—+ 0, deci f'(0) = 0. 
2 = 
5. Nu, căci f'(0)= 00. Bea= —1,b=1. 9.f,(—1) = —o0,fa (—1) = c,/,(0) = Tul0=0, 


Ti) = cos faltt) = too. 12. a) 2 
întoarcere; c) z = 1 punct unghiular; d) z = 


2 punct de intoarcere; b) z2=1 punct de 


şi z — 1 puncte unghiulare. 18, / derivabilă 
în RN(0). Punctele cerute sint z & (—c0, 0) U(V/2)- 14. Tangenta în ze= 1 ;z0= Pi Ș 


IV. $ 2 (pagina148).1.a)/'(z)= 32 —1,E=R,F=R; b)f'(2) = 102% + 22%, 


n 2, P=E=R;h)f(2) = 22 + aa zi 


=R: c) f'(2) = cos 2 


E=10,c), 
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P = (0,0); 0) f'(2) = 2: B=10,00),F= (0,00). 2. d) z=—1; ejz= 1, 
[i 


2V/ 
1) 2 = 2hn+ iz »keZ; g) z= K+ î- „keZ; h) z=0. 8.a) 0; s2 5. ([+ alz)= 22 
şi (fala) = 2 —|z = 0, deci f+ g, fg sint derivabile pe R. Naderivabilitatea funcţiilor f 


z—0 


= =V2—0 pentru 2 —0, deci 


şi & în z = Ose datorează prezenţei lui | 2 |. 

[(0) = 0. 2['() = 2zsin A. — cos-. nu are limită cind 2 0,căci 2zsinL —> 0, iar 
= Eu = 

cos nu are limită; apoi f'(0)=0. 8. ajy—1=2(2—1); d)y—0= (2-1); 

[i —sin 5 =a(e Tla 2) ete. aa. ata) = d 

) y—sin- = a (cos E = 7 pata O a 


deci plz) = [(z)- z, vzeR. În primul caz g(z) = 7z, apoi ș(z) 
b) d/ = Plaza, deci df = (32 — 4dz ete. 15. c)a = 1, a = — 


= 2 „14. a) Notăm df(ze)=9, 


= 22 et; 
a= —2, 


19. b) f'(z) = 0 pentru z= +, f* nu se anulează; c) f' nu se anulează, f*(z) = 0 pentru 


) Pl) = 0 pentru z=24n + E „keZ,f' nu se anulează; i) f'(z) = 0 pentru 


a= L [* nu se anulează; 1) /” nu se anulează, ["() = 0 pentru a = 0. 17. a) fim(z)= 0 


pentru n > &; b) fo(z) = nt; c) fin(z) = (n = » ze RMO); d)/'(2) = cos z= 


= ain | aste =), fl) = cos (5 +=) = sin (n. + 2), [m(z) = cos (n + 2) = sin (E + =) 


n. 


şi prin inducţie f(n)(z) = sin +2) ete. 18. a) fr(z) = — (ze £), deci 


Ă 
(z— a) 
Pla) < o; b) Din P(z) = (2 — a) --- (2 — an) rezultă P(a)= (2 — aş)... (2 — an) + 
+ (= a) (e — as) cc: (2 — am) cu (2 — a)... (2 — ama) de unde rezultatul ete. 


19. Demonstruţia se face prin inducţie; pentru n = 1 reluţia este verificată. Dacă ea este 
verificată pentru n, să arătăm că este verificată pentru n--4. Avem (fe)n+0(z)= ((/)(n)y/= 


= (3, ctn- meet) = 5 chim-ma)r(a) = zi Chip gt portic) (2) = 


ni 
= 2) Chpu(finti-hgi)(2). În ultima egalitate am folosit faptul că Cky, = CE + CE. 
0 


1V. $ 8 (pagina 150). 1. v(4) = s(i) = 26 — 2, v(1)= 0; at) = a") =2, ai) = 2; 
mișcarea este uniform accelerată; pentru t < 1 viteza este negativă, se anulează pentru 
1= 1 şi apoi devine pozitivă. Dar s(0) = 1, s(1) = 0. Interpretarea mecanică este: 
mobilul se deplasează într-un sens al axei pentru 0O<t<1, iar apoi în sensul 
opus, mișcarea fiind uniform accelerată. 2. k = —1, v(r) = s"((), at) = (0). ete. 
3. v(t) = st) = e — 24, deci v este minim pentru î=4 şi vmin = v(4) = —48. 

: dm 
Apoi alt) = 6 — 24. 4. SI 


ELLE 5. (0) = —2msinmt; maximul este 
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atins în punctele unde sin nt 
deci lina, A E sina took dati sia 
0 z =" 


—4 şi minimul în sint = 


7. b) films z 


; e) Aproximarea liniară a funcţiei f(z) = 


z—1 


=VIFa—2 în vecinătatea lui z, =1 este 


8. Dacă f(z) = V 2 atunci f(z)=f(4) + ['(a)(iz—a-) şi deci / 417 a 


se ru) + 2 (4,17— a), deci //â417 e 2,042; luînd /(z) = PV zavem P/29 = 3,07%; 


vind f(z) = în z, găsim în 441041; găsim, în mod analog, sin 98-l+ 


Vas ei 3 4 /arae 
e VS" a e 0,5452, cos 56% e 7 + Pa” * pă a 0,560. 


A . 1 

V. $ 4 (pagina 169). 8. A lim f()=0,t 0, ind a = 

SG Onu CSE See i) ue 031 20 alee 
, [i d 

apoi avem ma PU) = 0, iar ['(4) = 0 este echivalent cu eA — Sed 


edi 


sau, cu substituția z= Î, e* — sex. 4 5.0, ndică (5 — es — 
Lă z 2 


funcţia g(2) = (5 — a)e* — 5 are proprietatea lui Darboux şi cum g(4) = e — 5 >0, 


g(5) = —5<0, rezultă că există ze (4,5) cu plz) = 0, = Ava ri singurul 
2 


1 
punot critic cu < 25 < 2. 4. Funcţia zi-|3—2|-—5 nu este derivabilă în 


= ze[- 1 ze deci nu sint indeplinite condiţiile teoremei lui Rolle. 5. a) /' este 
3 3 


un polinom de gradul 2, contorm teoremsi lui Rolle, f' are o rădăcină în inter- 
valul (1,2) și alta în (2, 3); analog pentru g'; b) Dacă Intre două rădăcini 
consecutive 7, a” ale lui P” ar exista douărădăcini ale lui P, atunci, aplicind teorema 
lui Role, între aceste rădăcini ar exista o rădăcină z” a lui P”, ceea ce contrazice fuplul 
că rădăcinile a” și z ar fi consecutive. 6. Aplicind teorema lui Rolle funcţiei f, rezultă că 
pe intervalul (ai, ai+a) există cel puţin o rădăcină ci a lui /'. Dacă f este un polinom 
de gradul n, şi dacă ar avea mai mult de n rădăcini reale, atunci, aplicind succesiv rezul: 
tatul precedent lui f?, f*, ..., [(n-+, ar rezulta că fn) ar avea cel puţin o rădăcină. ceca ce 
este absurd, căci f este o constantă. 7. Nu se coniravine leoremei lui Hole căci 
funcţia f nu este definită în 0e[—1,1]. 8. Raţionament analog cu cel de la problema 6, 


3: 11. c=e — 1 pentru primul caz, e = 2 în al doilea caz. 
n 
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CAPITOLUL Y 
V. $1 (pagina 178). 1. a) Pe intervalele (—8, —4],[0, oc ) feste crescătoare (f' > 0) 
şi pe L—4, 0] este descrescătoare (/! < 0); m) pe (0, 1] este descrescătoare și pe (1,00) este 
crescătoare. 8. Dacă ar exista Fa, Fa derivabile pe (a, d) asitel ca Fu(2) = Fu(2) = f(z) şi 


Fulza) = Falzo) = a, atunci Fi = Fa = 0 pe (a, b), dori F, —F, arfi o constantă, 
2 


anume constanta nulă, 5. a) 1; bj Acad) A; ej1;1) 4; gjo;n)2; 
10 2 3 r 


i) Z: 2; Li m); ni; 0) 0: p)eti q) oo; 7) 1;5)4;4) 4; 7, Aplicarea 
Zi 


regulii lui VHospital conduce la citul a care nu are limilă pentru 2 co, 
sin 2 
ri sin z 
= — 4 pentru 2 ce. 
ap cos e 
= 


V. $2 (pagina 180). 1. a) Pe (—c0, —4) f este concavă şi pe (—1,c0) convexă; d) Pe 
(— eo, 0) funcţia este convexă și pe (0,0) concavă; h) Pe (—00, 0) f este concavă 
şi pe (0, co) convexă. 2. Se pune mai intii condiţia necesară /"(z) = 0, apoi se disculă 
semnul lui f* în jurul punctelor găsite. 8. /* > 0 pe (3,6) implică /” crescătoare pe (a,0). 
Ecuația tangentei la grafic în purictul (a, /(a)) este y — f(a) = [(a)(z — aj, adică y = f(a)-+ 
+ P'la)(z — a). Aplicind teorema lui Lagrange funcţiei pe intervalul (a, 2), 2 > a, 
obținem /(2) = f(a) + f'(e)z — a), cu a < e < z şi cum f(e) > f'(a), rezultă flz) > y! 


Raţionament analog peniru cazul z< a. 4. Direct din definiția V.A pentru t = + ; 


6. a) f(z)=1+z+ a-2, b) fila) = -= c) fl) = * (z— a 


V. $5 (pagina 208). 7. a) Dacă n'este par, atunci n — 4 este impar şi ecuația nani + 

+ p = 0 are o singură rădăzină reală; şirul lui Rolle va avea doar trei termeni, deci pot 

apărea cel mult două schimbări de semn. Raţionament analog pântru cazul n impar, 

9. Dacă f(2) = —F— definita pe (o. =) atunci [i(ajma a 2 cos e 0, deci 
sin a 2 sin! 2 


Pease ami (=) = E deci f(2) s = + 11. a) Remaream mai intii că pentru 0<z<1, 21 se 


i cum avem e*> a rezultă inegalitatea cerută în acest caz, Este sulicient de arătat căex> ză 
pentru > 1. Inegalitatea cerută se mai poate scrie exăee nz (z > 1) şi din monotonia 
z 


In z 


funcţiei et rezultă că ultima inegalitate esteechivaleniă cu z>e In z, adică > e, pentru 


z> 4. Funcţia f(z) = are un singur punct de minim pentru z = e, deci f(z):> fmn= 


In e 
= e) =e: b) nota =, t>1 pentru ze (0, 1), inegalitatea de demonstrat 
= 
devine: In + < E pentru 1 > 1. Dacă /(0) — Ei SE ii Aj i S30. ea atu Iaz a 
20 E 
h 
îs e ja i 
= e. șif are un minim în acel punct, deci (i) > fmin = (0 — im (3) = 0; 
ze 
€) tie fa) = e, a(z) = 1 + ini + 2). Derivata funcţiei F = f— g este et — Ea Li 
3 
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se anulează doar în z=—0. În 0 F are un minim şi F(0) = f(0) — g(0)=0, deci F(z)> 
Zopentru z e (—1,00), adică inegalitatea cerută (egalitatea avind loc doar pentru z—0). 


PROBLEME RECAPITULATIVE 
1. Presupunem, prin absurd, că ar exista o funcţie polinomială reală P de gradul 


n > 0 asttel încit |z| = P(z), VzeR. Atunci zi = Pi(z) şi ar rezulta n = 1, deci 
ar exista a, b e R, a 0 astiel incit || = az + bpentru orice ze R. Pentru z = 0 


se obține b = 0 și pentru z= 1, a = 1; ar rezulta | z | = z pentru orice zeR, 
contradicţie. 2. | an — bp| = —2"— < 4 pentru orice n > 1; apoi | ay + bn —2 
2n+1 
— aa Și condiţia din enunj are loc pentru p > 100. 8. Dacă 0 < m < n sint întregi, 
n 
atunci 2 > 20 21 > pm o2m _2m ti 4 și, caatare, în mulțimea A 
n 2n 2n n 2n 2n 


nu există min A, max A, Arătăm apoi că inf A = 0,sup-4 = 1. Pentru oricee >> 0 și 

pentru orice m natural există un întreg n > m astfel încit n > 7, deci 7 < e. Așadar 

int Ai /07 Apa pateu oaia ai 0 RU RRRRI RELE IA ai Fxiată i zebra astlel incit 

AU 0) asoi— > 4 — e și notind na kmavemi> > te, deci 
Lă k+ m n 


ai, dacă z<0 : 
.5. = int a, ntii i ) 
0, anca 23 0 ete-6: Fiema = int 27, n fiind fixat și fie m, M 


marginile lui / pe (0,4). Luăm Q(z) = zn ++ A, cu A ales astfel incit M < m, + A. Atunci 
Hz) s Msm+A sn + A = Q(z) pentru orice z eT0, 1] ete. Intervalul (0, 1] 
poate fi înlocuit cu [a, 8]. 7. Divergent; convergent. 10. Suma lungimilor segmentelor 
AC, + CA + ACa + „ui: + AnaCn+ CB este egală cu 2n *-4 = 2a și limita respec- 
n 
tivă este 2a (deși linia poligonală „converge“ în poziţie către segmentul -AB de 
lungime a). Noţiunea de „convergenţă“ folosită aici diferă de cea din cazul şirurilor 
de numere reale, 14. Dacă z—+a, atunci există N natural astfel încit V m,n >, să avem 


lzm —a|< A de unde |zm — za |<e. 15. a) Discontinuă pe RN(0), continuă în 


m> 


sup = 1.49(2) = 


1 = 0; b) este continuă pe R; f) dacă ze Z, atunci sin nz = 0 şi în vecinătatea unui 


asttel de punct sin ax ia atit valori pozitive cit şi negative, deci /(z) va lua valorile + 1 
şi —1 oricit de aproape de z, deci f nu poate fi continuă. În celelalte puncte, / este local 
constantă, deci continuă, căci sin mz are semn constant. 17. a) Din condiţia f(0) = 
= P(2m) rezultă că putem- prelungi funcţia fla o funcţie periodică pe R, de perioadă 
27, care va fi continuă și pe care o notăm, de asemenea, cu f. Fie g(z) = f(z+ n) — 

[la); alz+ n) = flz+ 2) — f(z+ n) = fa) — fie + n) = —alz), deci pe orice 
interval, e + n), g (care este continuă), se va anula, adică existăc e [0, 7] pentru care 
fie + ) — file) = 0; b) fie ela) = [(a) — z şi h(z) = fa) + z; este uşor de văzut că 
(a): a(—a)<0 şi h(a):h(—a) < 0, de unde, aplicind teorema valorilor intermediare, 
aplicabilă deoarece g şi h sint continue, rezultă concluzia dorită. 18. Distingem două 
cazuri. Dacă f(1) < 80, atunci considerăm funcţia g(t) = f(e+ 1) — f(0); g(0)= f(), 
(4) = 72) — Fa) = 160 — /(1) > 80, deci g (care este continuă) va lua, cind 4 parcurge 
intervalul (1, 2), toate valorile cuprinse între f(1) şi 160 — f(1), deci la un moment / 
alto) = 80. Dacă f(1) > 80, considerăm funcţia h(4) = f(4) — f(t — 4) detinită pe (1,2) şi 
raţionăm analog. 21. = 2e,f = —e. Dreaptay = az + feste atunci tangentă înz = 1 
la curba y = et. 22. Se pot da numeroase exemple. Un exemplu simplu este 
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următorul: f(z) = z,a() = = (2+ 1). 25. a) m —A4. 26. Pe(0, e2] funcţia este 


crescătoare, şi /(3) < /(5), deci a <5. 28. Prima relaţie rezultă aplicind teorema 
lui Lagrange funcţiei / pe intervalul (a — h, a ++h), a doua rezultă aplicind de 
două ori teorema lui Lagrange funcţiei g(z) = f(a + î! — f(z), definită pe [a —h, a]. 


NOTĂ. Indicăm numele autorilor de drept ai unora dintre. exercițiile 
şi problemele din acest manual, adresindu-le totodată mulțumirile noastre: 
N. Boboc, Gr. Arsene, Gh. Sirețchi, M. Rădulescu, S. Rădulescu, 
1. Panaitopol, M.E. Panaitopoi, C. Ottescu, GC. Niculescu D.M. Bătineţu, 
D. Buşneag, A. Ghioca, P. Dragoş. Sintem recunoscători Gazetei matematica 
şi tuturor profesorilor care ne-au transmis observaţiile lor. 
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